Mathématiques BCPST 1

DS n°8 - Concours blanc partie 1 - Correction

Exercice 1

1 e ™ 1 e ™
1. Soit x € R. = — X = .
(a) Soit x 1+ex e  1+4er e +1
La deuxieme égalité s’obtient de la méme facon.
1 e " t 1 er
= e =
1+ex 14e* 1+e™ 1+ex

Vx € R,

(b) 1l s’agit de résoudre : y’' — y = 0 (division possible).

1+ex
1 —e

T+ex 1+4ex

On utilise sa primitive A définie pour tout x € R par : A :x +— In(1+e7™) .

On pose a:x +— — ; a est continue sur R donc admet des primitives.

1 ex
Enfin, avant de conclure, on simplifie pour x € R : e A = ¢ (71 1 e*"): =
nfin, avan nclure, on simplifie pour Xp n(1+ ) T e

L’ensemble des solutions de 1’équation homogene associée & (E) est :

Y : R - R | KeR
eX

x = K
1+ex

2. (a) e Solution particuliere par la méthode de variation de la constante
eX

On définit Y sur R par : Y:x —

1+ex’
On pose ensuite la fonction yo définie sur R par : yg : x — K(t) Y(t) ot K est une fonction dérivable sur R
que 'on cherche a déterminer. Des lors :

Yo est solution de (E)

er 2
& vxeR, (1469 (KR +KuY' X)) =KV + (oo ) =0

ex 2
& VxeR, (1+eX)K’(x)Y(x)+K(x)( (1+e)Y'(x) = Y(x) )+(1+ex) =0

=0 car Y sol. de I’équ. hom.

o vXeR,K/(x)eX+( ¢’ )2:0

1+ ex
eX
&S YxeR, K(x)=———
x € R, K'(x) TEYs3E
On veut seulement une primitive, donc on prend K : x — Tr e
e
X
Une solution particuliere de (E) est donc : yg : x — (1757)2
e Conclusion
L’ensemble des solutions de (E) est :
y : R - R | KeR
x — K e + e
I+ex  (14ex)2
C’est-a-dire :
ex 1
t solution de (E) si et seulement s'il existe A € R tel que : ¥x € R, y(x) = (?\ )
y est solution de (E) si et seulement s’il existe el que : Vx y(x) T+ o +1—|—e"
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(b) Soit y une solution de (E), associée a la constante A € R.
X X

Tout d’abord, XEIEOO e =1 donc < “x—otoo 1
Ensuite, on prend x € R.
At 1 _ AMl+e¥)+1 N AMl+e¥)+1
1+ ex 1+ ex e ex
. . 1
e SiA= 0, on obtient : A + 1—|—76X ~x— 400 67
1 AeX
e SiA#0, ODObtient:AJrW “xorbe o = A

1
Si A =0, cette solution est équivalente en +o00 a o et si A #£ 0, cette solution est équivalente en +o00 a A.

3. (a) En prenant le cas particulier A = 0, | f est une solution de (E) ‘ :

(b) Tout d’abord, f est définie sur R qui est centré en 0.
Soit x € R.

B e X B (ex)2 e X _ ex B
) = ey = e “xe o ~ vy ™

(c) Par les théoremes opératoires, f est dérivable sur R.

Soit x € R.
fl) = eX(1+e¥)?—e* x2e¥(1+e*)  eX(l14+e¥)(14+e*—2e*)  eX(1—e¥)
h (1+ex)? B (1+ex)*  (14ex)3
X —00 0 +o0o
f/(x) + 0 -
1
f / 4 \
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Exercice 2
1. Soit k € N*.

D’apres la formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements (Ay, Ay) :

P(Axs1) =P(Ax) x P(Axi1l|Ax) + P(Ax) X P(Axi1 | Ax)

“P(AY) X 2 4 (1-P(AY) x

10 10
1 4
— S P(A) + -
5 (Ax) + 5
1 4
Pour tout k € N*, P(Ayx 1) = — 5 P(Ax) + 5

2. La suite (P(Ax))ken+ est donc arithmético-géométrique.

e Point fixe

Onrésout:x:—lx—i—é = §X:é o Xzé
2 5 2 5 15

o Suite auxiliaire

On définit la suite (vi) par : pour tout k € N*, v, = P(Ay) — 1—85

(Vi) est géométrique, de raison q = f% et de premier terme v; = P(A;)

. y 1 1\ k—1

Ainsi, pour tout k € N*, vy, = ~ %0 (— 5)
e Conclusion

Pour tout k € N*, P(Ay) = — L (7 l)k_l + 8 .

30 2 15

15 2

8 1 8

15 30

1
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Exercice 3

1.

Q-1 =

Les racines de R sont i et —i. Il suffit donc de vérifier que 1 et —1 sont aussi racines de P;, pour conclure.

-2\ 4 .
(\/ieflz) = Jeim

Crest-a-dire : \1a forme algébrique de (1 —i)* est —4] .

(la fonction intégrée est positive sur [0, 1], donc I'intégrale est positive)

Soit x € [0, 1].

1 1
1<x2+1 donc mél donc i2+1) <xM (1 —x)4
1 y4n (1— 1
D’ou, par croissance de I'intégrale : f
o X241 1 0
En combinant ces informations, on obtient :
1
’71 fo Qn(x dx‘ < T J‘ x4 (1 — %)™ dx
J"l
— P(1—x)P
(a) Ip o X (1 —x)Pdx.
On pose :
xP+1
u'(x) = %P ulx) =
p+1
v(ix) = (1-x)P Vix) = —p(l—x)P!
u et v sont de classe C! sur [0, 1
1
I = {7 P+l — P] p P+l _x)p—1g
P s (1—x) 0+p+1 xPTH(1 —x) x
1
- 0+ xPHH(1 —x)P~1dx
p +1 Jo
Dot : |1, = JoxPHH1 —x)P~ 1 dx|.

p+1

x4 (1 —x)*™ dx.

. (=™ . . =0 4"
P.(i) = 4— yre: L (1—-1)*" = 14— Tl 1 x (—4)™ = 4— yre
Pn(—1) = Pn() = P(i) =0
C’est ce qu’on voulait, et donc ‘ P, est factorisable par R‘ .

On calcule :
! 1 Pa(x)
J; Qn(d)dx = 0 X2_’_1dx
B J‘l 4 dx - (=)™ J'l x4 (1 —x)4m dx
- Jo x2 41 gn—1 Jo x2+1
1 (_1)11 J‘l X4n (1 _X)4n
= {4 arctan(x)}o — et Jo 211 dx
(71)71 vrl X4n (1 7X)4n
-7 T o de e *
1 (_1)11 J‘l X4n (1 _X)4n
J:J Qn(x) dx =m— -1 Jo 211 dx
. D’une part :
n (1 —x)tm J"l x4 (1 —x)4n
‘“ [0 Qn(x) d"‘_‘zxnlj; X211 d’ g1 2+ 1

donc on peut procéder par intégration par parties :
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(b) De proche en proche, on obtient :

P

I =
P p+1

P

p+1

_pP
p+1

1
Or: fo x?P(1—x)%dx = [

p—1
p+2

1
J; xPHH1 —x)P~1dx

1
x fo xP+2 (1 —x)P~2dx

il 1 1
x P2 x — x2P (1 —x)% dx
p+2 2p Jo
X2p+1:|1 B 1
2p+1Jo  2p+1

pp—1p—2) x...x2x1

Dot : |1

P D (p+2)(p+3) x ... x 2p—1(2p) 2p+1)

6. En utilisant le résultat de la question 5b, on obtient :
dn)dn—-1(4n—-2) x ... x 2 x 1
(dn4+1)4n+2)4n+3) x... x (dn—1)(8n) (8n+1)

1
J:) x4 (1 —x)4m dx

[(4n) (n—1)(4n—2) x ...

2
X 2 x1

Ix2x...dn—14An)(4dn+1)4n+2)(4n+3) x (8n—1)(8n) (8n+1)

(1)

(8n+1)!

D’ou, en combinant avec le résultat de la question 4 :

‘71— ‘J:)l Qn(x) dx’ <

()

4n—1(8n + 1)!

7. (a) Py est de degré 8 et R est de degré 2 donc ’ Q; est de degré 6 ‘ .
(b) On note Qq : x +— ax® +bx® +cx? + dx® + ex? + fx + g ol a,b, ¢, d, e, f, g sont des réels & déterminer (a # 0).
vx € R, Pi(x) = (x? +1)Q1(x)

& WER, 4+x*(1—x)* = (x%2+1) (axb + bx® 4+ ex? 4+ dx® + ex? + fx + g)

& Yx eR,

4—|—x4<1—4x+6x2—4x3+x4
=ax®+bx "+ (c+a)x +(d+b)x°+(e+c)x* + (f+d)x>+(g+e)x>+fx+g

& WxeR,

x8 —4AxT 4+ 6x8 —4x5 +x* +4
=ax®+bx "+ (c+a)x+(d+b)x°+(ete)x* +(f+d)x®>+(g+e)x>+fx+g

a
b

c+a
d+b
& e+c
f+d
gte
f

g

& a=1,b=—4,c=5,d=0,e=—4,f=0,g=4

Q1 est le polynome défini sur R par : Qy : x — x% —4x5 + 5x* — 4x2 + 4.
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(¢) D’une part :

1 7 4x6 4x3 1 1 9 4 66 929
LQl(X)dx = {X*—L+x5—i+4x = c—c+l—c+4d = — =

7 6 3 0 7 3 3 217
D’autre part, pour n =1 :
2
((4m)1) AN 4x3x2 1 1
An-18n+ 1) 9l 5x6xT7Tx8x9  H5xT7Tx2x9 630

1
- est une approximation de 7t avec une précision de 530




