Mathématiques BCPST 1

DS n°8 - Concours blanc partie 1 - Correction

Exercice 1

1. X compte le nombre de succes ("observer un A”) au cours de 2n tentatives identiques et indépendantes.

Donc | X suit une loi binomiale de parametres 2n et p | . On en déduit que | E(X) = 2np |et | V(X) =2np(1 —p) |.
% P P P

2. (a) Tout d’abord, Y prend ses valeurs dans [1,2n+ 1] .
On définit les événements :
e Ay : "obtenir un A au k®™ lancer”
e By : "obtenir un B au k®™° lancer”
On fixe k € [1,2n].
POY=K = P(Bin--NBeinA)

= P(By)...P(Bx_1)P(Ax) (par indépendance)
= p(l—p)*!

Par ailleurs :

P(Y=2n+1) = P(B1 n--nN Bgn) — (1—p)?" (par indépendance)

‘La loi de Y est donné par : Vk € [1,2n], P(Y=k)=p(1—p)* let P(Y=2n+1) = (1—p)*"

(b) i Soit x €]0,1[. Comme x # 1, on peut appliquer la formule de somme géométrique.

N 1_XN+1
Fnlx) = Y xk =
o 1—x
1_XN+1
Pour tout x €10,1[, Fn(x) = T —x

ii. Par les théoréemes opératoires, Fy est dérivable sur ]0, 1[.
Soit x €]0, 1[. D’une part, F{ (x) = fn(x) et d’autre part :
—(N+D)xN(1—x)— (1 —xN*t1) x (=1)
(1—x)2

Fux) =

—(N A+ 1)xN + (N4 D)xNFL 1 —xN+L
(1—x)?

14+ NxNFL— (N +1)xN

(1—x)?
1 N-+1 _ N 1 N
Ve 1011, fu) = T~ (NH L
(1—x)?
iii. On calcule :
2n+1
E(Y) = > kP(Y=k)
k=1

(£ kpll—p)) + 2+ D —pn
k=1

(1—q) x fan(q)+ (2n+1) g*™

1 + 2nq2n+1 . (2“ + 1)q2n

= (1—q) x +(2n+1) g%
(1—q) T ( )q
o1+ 2ng®™ - 2n+1)¢* + (2n+1) ¢* (1 —q)
— s
1_q2n+1
_ —
1_q2n+1

E(Y) =

l—q
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3. (a) i Pour Z;, n = 1. On joue donc jusqu'a ce qu’on observe une fois la lettre A ou une fois la lettre B. Ainsi,
dans tous les cas, dés qu’on a lancé le jeton une fois ’expérience est terminée. Et, dans tous les cas, la
lettre perdante n’est pas apparue.

‘ Z, suit une loi certaine égale a 0. ‘

ii. Pour Z;, n = 2. On joue donc jusqu’a ce qu’on observe 2 fois la lettre A ou 2 fois la lettre B.
Zs ne prend ainsi que deux valeurs : 0 et 1. Zs suit donc une loi de Bernoulli.
On détermine son parametre en calculant P(Z; = 1).

P(Zy=1) = P((AlﬁBgﬁAg)U(BlﬁAzﬁAg)U(BlﬁAgﬂBg)U(AlﬂBgﬂBg))

P(A1NByNA3)+P(B1NANA3)+P(BiNAsNBs)+P(A; NByNBs) (incompatibilité)
1\3 1\3 13 1\3
(3) +(5) + () + () (indépendance]

1
2

1
Z5 suit une loi de Bernoulli de parametre 3

(b) Pour Z,, on joue jusqu’a obtenir n fois la lettre gagnant. Au minimum, on a obtenu 0 fois la lettre perdante et
au maximum on ’a obtenue n — 1 fois. Entre les deux, toutes les valeurs entieres sont possibles.

\zn(Q):[[o,n—u]. \

(c) i. On raisonne par des arguments de dénombrement. Au total, il y a 21+ séries de taille i+ j (pour chaque
position, il faut choisir entre A et B).
Parmi ces séries, pour en construire une qui contient i fois la lettre A, il faut choisir les positions des A ; il
y a (“1”) facons de le faire. Les B n’ont alors plus le choix.

(P)
Ainsi, | P(E;) = 51

1
2i+j

Par un raisonnement similaire, P(E;;) = (l]ﬂ) X

i+j
i

Enfin, par symétrie des coefficients binomiaux, (l]“) = ( ), ce qui prouve que | P(Ej:) = P(Ey;) |-

ii. Pour obtenir (Z, = k), il y a deux fagons :

e 1% facon : sur tous les résultats précédents, on avait obtenu n — 1 fois la lettre A et k fois la lettre B,
et ensuite au (n + k)®° lancer on obtient un A

e 28me facon : la méme chose mais en échangeant les roles de A et B

On en déduit que | (Zn, = k) = (En_l,k N An+k) u (Ekm_l N Bn+k)

Cette union est disjointe, d’ou :
P(Zn = k) = P( Enfl,k N An+k ) + P( Ek,nfl N Bn+k )

= P(En—1) P(Ansi) + P(Exn—1) P(Brii) (par indépendance)

(nLHk 1 1 (n L+ 1 1

k Jgnoirk Xt Uk )2n71+k x5

k

b T
C’est-a-dire PpES e

P(Zn=k) =

(")
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Exercice 2

1. (a) e Pour (Sy)

Soit n € N.
n+1l 1 noq 1

Sn+1 - Sn =

o k! kgoE (1!

Ainsi, S;,11 — Sn = 0, ce qui prouve que ‘ (Sn) est croissante‘ .
e Pour (R,)

Soit n € N*.

1 n+1 1 1
R —R S —
T R CERICES

1

e

k:Oﬁ_n(n!) K=o k!

1 1 1

MmM+1)(n+1)! (n+1)! nm!

n+nn+1)—(n+1)(n+1)
nmn+1)(n+1)!
~1
nm+1)(n+1)!
Ainsi, R4 1 — Ry <0, ce qui prouve que ’ (Rn) est décroissante | .
(b) Soit n € N*.
Rn—Sn =

—
n(n! n-o+o
Ceci associé a la question 1 prouve que les suites (Ry,) et (S ) sont adjacentes.

Donc ‘ (Sn) et (Ry) convergent et ont une méme limite‘ )
2. (a) Soit x € R.

oux) = filxe™ = (1 X

- L\Sk!
‘Pour tout x € R, g1(x) = (1 +x)e . ‘
(b) Soit n e N.

gn(0) = (f O—kl)e*O =1

k

)e*" = (1+x)e ™

gn(l) = (kno]lj)e_l = S,e!

‘Pour tout n € N, gn(0) =1et gn(l) =Snpe!.

(¢) Soit n € N. Par les théorémes opératoires, f, est dérivable sur R.

Soit x € R.
x2 x"
fnax) =1 + x + — + ... + —
21 n!
2x nxn!
/ — R
fn(x)—0+1+2!+...+ .
Xn—l
= 1 X ... —_—
+ + el ——
n—1 4k
Pour tout x € Ret tout n € N, f/ (x) = Y T
k=0 K°
(d) Soit n € N. Par les théoremes opératoires, gn est dérivable sur R.
Soit x € R.
gh(x) = fl(x)e*—fy(x)e ™
n—1 k n k
- ( Ll -2 Xl) e
—o k! o k!
Xn
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—x"e ™
Pour tout x € R et tout n € N, g/, (x) = T

(e) i. Soit n € N. On calcule :

1_ p—x 1 1 1

J‘ € " ax = —{e*"} = —(e*—l)
0 nl! n! 0 n!

e l—1

n!

1 _e—x
Pour tout n € N, f dx =
0 nl!

ii. Soient n € N et x € [0,1]. On encadre :

0 < X <1
= 0 < x™ <
= —1 < —x" <

—e * —x"e ™
= < —_— <

n! n!

1 _efx 1 _XTL e*X
L[ [N
0o n! 0 n!

0 (par stricte positivité de exponentielle et de la factorielle)

0 (par croissance de I'intégrale)

Ceci devient :

e
pour tout n € N, ———
n

(f) Soit n € N. On calcule :
1

g0 ax = [gatx)]] =

gn(l) - gn(o) = Sneil —1

D’ou, en combinant avec le résultat précédent :

e
pour tout n € N, ————
n

(g) D’apres le théoreme des gendarmes et la question précédente, liIJIrl Shpe t—1=0.
n—-+oo

Ceci se transforme en
mn

lim Sne™! =1, c’est-a-dire
—+o0

lim S, =e!
n—-+oo
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Exercice 3

1.

Soit pe N
1 +1
Iho = xP dx = {XP }1 = 1
' p+1lo p+1
1
Ling—= —
vp € Na p,0 P +1
Soit q € N
1 y)q+1
loq f(l—X)qu— [—(1 x)° ]1 -
' q+1 Jo q+1
1
VgeN, Ipg=——
a *9 7 g+
Soient p € N* et q € N.
(1 *X)qul
On pose : wix) =1 -x) u(x) T q+1
v(x) = xP v(x) = pxp_q
Les fonctions 1 et v sont de classe @' sur [0,1]. D’oll, par intégration par parties :
1—x)a+! 1 1 (1—x)9t!
o = [~ o] [T g
' q+1 0 0 q+1
0+ ﬁlp_m“
. P
Vip,q) e N* XN, I, g = mlpfl,qul
Soit n € N*.
n
In,n = ﬁ Infl,nJrl
_ " E I
- TL+1 T1+2 n—2n+2

n n—1n—2

T nt+lnt2ntg vt

- n n—1n—2 1I

T o nfln+2n+3 om0
o omnr o1

o (2n)! 2n+1

Dot : [Vn € N*, L, =




