Mathématiques BCPST 1

Concours Blanc - Mathématiques Partie 1 - Correction

Exercice 1

1. e Equation caractéristique
2 1
L’équation caractéristique associée & I’équation différentielle est : x? = §X -3 & x2—6x+1=0
6 1
Pour cette équation, A =36 — 36 = 0. Il y a donc une seule solution qui est RB=3

e Conclusion

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle est :

y R —- R | Kl,KQGR
t (K1t+K2)e%

2. (a) Tout d’abord, par les théorémes opératoires sur les fonctions de classe C*, ‘ @ est de classe C* sur R‘ .

t

On va démontrer par récurrence que : pour tout n € N, il existe an, bn € R tels que @™ : t — (ant+ by )es.

e Initialisation : pour n =0
@9 = @ est de la forme voulue en posant ag = a et by = b.

e Hérédité
On suppose qu'il existe n € N tel que il existe an, bn € R tels que ™ : t — (ant + b)es.
Soitte R :

L1 . 1 1 .
o™ (1) = anes + 3 (ant+bales = {5 ant + (an + §bn” e
1

1
(p(““) est donc de la forme voulue en posant any1 = gan et by =an + gbn .

1l existe deux suites (an) et (by) telles que : Yn € N, @™ it (ant+bn)es .
(b) Soit n e N.

1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 1
bnio = an+1+§bn+1 = ganJrg (an+§bn) = §Gn+§bn =3 (bn+1*§bn)+§bn = gan* §bn
2 1

(by) satisfait donc la relation : Vn € N, bypio = gan — §bn

1
(¢) Tout d’abord, d’apres 2a, (an) est géométrique de raison 3 et de premier terme ag = a.

\m
On en déduit que pour tout n € N, a,, = (g) a.

e Equation caractéristique de (b )

L’équation caractéristique de (by,) est la méme que celle de I’équation différentielle de la question 1.
1
Ainsi, I'unique solution est 3

e Terme général de (by)

1I\n
Il existe A, u € N tels que, pour tout n € R, b,, = (An + ) (5)

e Constantes

Pour déterminer A et n on résout :

by = b - " - b L fw =0
by = a+3b t(A+p = a+3b A = 3a
e Conclusion pour (by)

1\m
Pour tout n € N, b,, = (3an+b) <§>

Wl

I\ 1\
Pour tout n € N, @™ :t s {(g) at+ (3an+b) <§> }e
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Exercice 2

Partie A - Calculs d’intégrales par différentes méthodes

1. (a) ‘L’équation du cercle Cest : x2 +y2 =1

(b)

()

3. (a)

(b)

Soit x € [0, 1].
fix)=vV1—x2 & f(x)2=1—%x> (carf(x)>0et1—x2>0)
& fx)?2+x2=1
La courbe représentative de f est donc la portion de C correspondant aux abscisses entre 0 et 1 :

0.5

0 05 1

Par les théoreémes opératoires de continuité, | f est continue sur [0, 1] ‘ .

La fonction racine est de classe C! sur ]0, +oo[ et x — 1 —x? s’annule en 1.

Donc, par les théorémes opératoires concernant les fonctions de classe CF, ‘f est de classe C! sur [0, 1[].

—2x

21 —x2

X

V1—x2

Soit x € [0,1[. f'(x) =

vx € [0,1[, f'(x) = —

) C est de rayon 1 donc ‘ I’aire du disque dont C est la circonférence est de 7| .

Comme f est positive, I'intégrale qu’on veut calculer est ’aire sous la courbe de f. D’apres le lien établi entre f
et le cercle C a la question 1, cette aire vaut le quart de 'aire totale délimitée par le cercle C.

1
Donc J:) \/1—x2dx:g

\ve ER, cos(20) = 1 — 2sin2(0)

1 —rcos(20)
B 2

Le changement de variable est de classe C'.

D’ou : | V0 € R, sin?(0)

x = cos(0) donc dx = —sin(0) d6. De plus, x = 0 correspond & 6 = g etx=1a0=0

J;l V1i—xZdx = ‘LO/Q v/1—cos?(0) (—sin(0)) d6

0

- -, ] sin(0) ] sin(6) 46

/2
= J:) sin®(0) do (sur l'intervalle d’intégration, | sin(0)| = sin(0))

B J‘“/? 1 — cos(20)

= J, 5 do

B [le_sin&e) /2
2 4 0

e
4
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4. (a) Soit b € [0,1[.
u'(x) =

v(x) = X

X

On pose : {

Vv1—x2

u(x) =

v(ix) = 1

—V1=x2

Les fonctions u et v ainsi définies sont de classe C' sur [0, b]. D’oll, par intégration par parties :

b x2 b J‘b
_r — _ — 2 — 2
fo mdx = [ xv1 X}o + 0 v1—x?%dx
b
= —b+/1—b? + J; f(x) dx
1
— 0 + J’. f(x) dx
b—1— 0
N b x2 T
Ainsi, bli>nll* 0 ﬁdx: 1

(b) Soit b € [0, 1[.

b 1 b14+x
———dx = — dx
0 v1—x2 0 V1—x2
B vrb 1—x2 +j
B 0 1—x2 l—x2
= f \/1—x2dx+j
1—x2
o, T
b—1— 4 4
b 1 b

dx =

li —_
binllf 0 /1 —x2 2

Partie B - Trigonométrie réciproque

dx

(questions 2b et 4a)

1. (a) On pose ¢ = 0. Calculer arccos(0) revient & résoudre dans [0, g} Iéquation cos(x) = 0.

SR . - . . , . m
D’apres le cercle trigonométrique, 'unique solution de cette équation est x = 5 et donc

On procede de méme pour les deux autres valeurs et on trouve

arccos(0) =

1 T
arccos (5) =3 et arccos(1) =0

(b)

L’ensemble des solutions de cos(x) = ¢ est : {arccos(c) +2kmt | k € Z} U { — arccos(c) + 2k | k € Z}

2. (a) Soit b e [0,1[.

b 1 b
J; ﬁ dx = [—arccos(x)}o =
< g . b 1 T
C’est-a-dire : bli>nll* 0 ﬁ dx = 3
(b) Soit [a,b] C [0, 1[.
u'(x) = 1 ulx) =
On pose : v(x) = arccos(x) v(ix) =

X
1

VI

arccos(0) — arccos(b) b*1> arccos(0) — arccos(1)
e

Les fonctions 1 et v ainsi définies sont de classe G sur [0, b]. D’ot, par intégration par parties :

b
f arccos(x) dx

a

= [x arccos(x)]?1

= b arccos(b) — a arccos(a)

+ f dx
1—x2

- [

(en utilisant la fonction f de la partie 1)

Pour tout segment [a,b] C [0,1[, on a : f

b

a

arccos(x) dx

= b arccos(b) — a arccos(

a)++vV1—a%—

Vg
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Exercice 3

Partie A - Etude d’un exemple

1. (a) Soit (x,y,z) € R3.

6x + y — 5z = 0
(x,y,z) € Ker(h) & < 4x — 4z = 0
2y + 2z = 0
6x + y — 5z = 0
<~ — 2y — 2z = 0 L+ 3Ly—214
2y + 2z = 0
X = z
Sy = —z
z = z

Ceci prouve que Ker(h) = Vect( (1,-1, 1)).

On a obtenue une famille génératrice constituée d’un seul vecteur non nul. Cette famille est donc libre.

Donc ((17 -1, 1)) est une base de Ker(h)

(b) D’apres la matrice, Im(h) :Vect<(6,4,0), (1,0,2), (—5,—4,2))
OI‘, (6a47 0) - (15 07 2) + (_57 _47 2) = (Oa 070)
Donc Im(h) = Vect( (6,4,0), (1,0,2))

Cette famille de vecteur est constituée de deux vecteurs non colinéaires ; cette famille est donc libre.

Done ( (6,4,0) (1,0,2)) est une base Tm(h) | .

Im(h) est donc un plan vectoriel de ’espace et a donc une équation de a forme ax +by+cz=0.

Pour déterminer a, b, ¢ on résout :
(6,4,0) € Im(h) 6a + 4b =0 - 3a=-b - b=3c
(1,0,2) € Im(h) a + 2¢ =0 a=-—2c a=-—2c

‘ Im(h) a pour équation —2x +3y +2z=0. ‘

(¢) D’apres la question la, Ker(h) # {Ogs}, donc ‘ h n’est pas injectif‘ .

De plus, h étant un endomorphisme, on en déduit que ‘ h n’est pas surjectif ‘ et donc ‘ h n’est pas bijectif | .
2. On considere u = e; = (1,0,0). Dans ce cas h(e;) = (6,4,0) et h?(e;) = h(6,4,0) = (40, 24,8) .

La famille (61, h(ey), h2(e1)) est libre (se voit grace aux 0). De plus elle est constituée de 3 vecteurs dans R? qui

est de dimension 3 ; c’est donc une base de R3.

Donc R3 = Vect(el,h(el),hQ(el)) et )

3. (a) Soit o, B,y € R. On résout :
o + fus +yuz = (0,0,0)

x + 2 + v =0
& -« + B + v =0
x + p - v =0
x + 2 + v =0
& 3B + 2y = 0 L1+1Ly
B + 2’}/ = 0 Ll—L3

Ceci prouve que la famille (u;,us,us3) est libre. De plus, elle est constituée de 3 vecteurs dans R? qui est de
dimension 3.

Donc ‘ (U1, U9, us) est une base de R3|.




Mathématiques BCPST 1

(b) On calcule :

()

h(ul) = (0, 07 0) = 0x u;  + 0 x U + 0 x Us
hus) = (8,4,4) = O0xu + 4xus + 0xus
h(uz) = (12,8,0) = Oxw; + 4xus + 4xus

La matrice demandée est |0 4 4

0 0 0

0 0 4

e Tout d’abord, h est linéaire donc hf est linéaire.
¢ On commence par montrer que hr est bien un endomorphisme de F :

Soit u € F : on écrit u = Ajuq + Agus.
h(u) = h(Ajug + Asus) = Ath(ug) + Ash(us) = 4Asus € F @ c’est ce qu’on voulait.

Donc hf : F — Ret ‘hF est un endomorphisme de F ‘

Caractere cyclique :

On prend u =1u; +us = (3,0,2); ainsi hg(u) =4u, = (2,1,1)

La famille (u; + us, us) est constituée de deux vecteurs non colinéaires ; elle est donc libre.

Donc Vect(u; 4+ ug,us) est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de F, dont la dimension est aussi 2.

Donc F = Vect(u, hg(u)) et ‘ hr est cyclique‘ )

Partie B - Les endomorphismes nilpotents

1.

2.

A=

010 0 01 0 0 0
0 0 1|.Ainsi,A2=(0 0 0]etA3=(0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ceci prouve que ‘ f est nilpotent d’indice p =3 ‘ .

(a) fP~1 £ 0 donc il existe u € E tel que fP~1(u) # Og : montrons que ce vecteur u convient.

Soient Ag, ..., Ap—1 des scalaires tels que Agug + + -+ 4+ Ap_1fP 1 (u) = O .

En appliquant fP~! & cette égalité, on a : AgfP 1 (u) + A1 P (w)+- -+ A, 1 FPTP 1 (1) = Og, d’ott AgfP* (u) = O
Ensuite, puisque fP~!(u) # Og, on obtient Ag =0 .

Ainsi, Aquq + -+ Ap_lfpfl(u) =0 .

De méme, en appliquant fP~2 & cette égalité, il vient A; = 0.

Et ainsi de suite, de proche en proche, Ag =A; = A,_1 = 0, ce qui prouve que la famille est libre.

1l existe un vecteur u € E tel que la famille (u, f(u), ..., fpfl(u)> est libre.

(b) Dans R™, toute famille libre & au plus n vecteurs. Donc .

(¢) On raisonne par double implication :

e On suppose que p=n

Dans ce cas, il existe un vecteur u tel que la famille (u, flu), ..., fpfl(u)) = (u, flu), ..., f“fl(u)>
soit libre.

Cette famille est libre constituée de n vecteurs dans R™ qui est de dimension n; c’est donc une base de
R™.

Donc R™ = Vect(u7 flu), ..., fp_l(u)> et T est cyclique

On suppose que f est cyclique et on note 1 un vecteur associé.

Ainsi, R™ = Vect(u7 f(u), f2(u) ..., " (u) )

Ainsi, la famille étant libre, nécessairement, f*~!(u) # O et donc l'indice de nilpotence de f est supérieur
ou égal a n, c’est-a-dire p > n.

Comme on avait par ailleurs p < n (question B2b), on obtient p =n

Conclusion : | f est cyclique si et seulement si p =n ‘ .




