Mathématiques

BCPST 1

Concours Blanc - Mathématiques Partie 2 - Correction

Exercice

Partie A - Résultats préliminaires

1.

Le discriminant de 1’équation est A = q% + 4pq.
Or:p>0et q>0,doncA>0.

Donc | I’équation f(x) = 0 posséde deux solutions réelles distinctes‘ .

. Soit x € R quelconque.

D'une part, f(x) = x> — gx — pq.

D’autre part, f(x) = (x —11)(x —12) =%x2— (r1 +12)X + T1T2.
Ainsi, par identification, on obtient ‘Tl +To=q et TiT3 =—pq]|.
On calcule :
f(l) = 1-q—pqg
= P—Pq
= p(l—q)
= ‘p2
f(=1) = 14+qg—7pq
= 14+q(1—-p)
— 1+q2
f(0) = —pq

On obtient donc : | f(1) =p2 >0 , f(-1)=1+qg>>0 , f(0)=—-pq<0].

f est un polynome réel donc f est continue sur R.

On peut donc appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires sur [—1, 0].

Puisque f(—1) > 0 et f(0) < 0, on en déduit que f s’annule sur ] — 1,0[.

De méme, f s’annule sur ]0, 1[.

Enfin, on sait d’apres la question 1 que f a exactement deux racines réelles 11 et o avec 11 < To.
On en déduit que:‘—1<r1<0<r2<1‘.

Tout d’abord, on déduit de la question 4 que |13 | =19 < 1.

Ensuite, puisque 11 et 9 sont les racines de f et puisque 11 < 19, on sait que :

S VAl L IS o SRV oL
2 2

Par inégalité triangulaire, on en déduit que :

vy | = ‘ q—Vq* +4pq ‘ < lal+1va? +4pal _ g+ v q? +4pq
2 h 2 B

=719 = |T
5 2 = 2

Donc |rq] < [ral.

Enfin :

ril =l & 1g— /g2 +4pql =1Iq+ /42 + 4pq|
= (9—v¢+4pq)* = (q+ /¢ + 4pq)?
& —24/q%+4pq =24/q2% +4pq

& q*+4pq=0
Cette derniere ligne est fausse d’apres la question 1.

En combinant toutes ces informations, on obtient : | |rq| < |rg| < 1]
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Partie B - Nombre de pile dans les 3 premiers lancers

e LoideS
Tout d’abord, S(Q) = [0, 3].
PS=0) = P(Xi+Xo+X3=0)
= P((Xi=0)N (X2 =0) N (X =0))
= P(FiNFNF3)
= P(Fy) x P(F2) x P(F3) (par indépendance)
= (1-p)®
PS=1) = P(Xi+Xo+Xz=1)
= P((PLNFNFs) U (FNP2NF) U (FINFNPy) )
= P(PiNFNF3) + P(FrNPyNF3) + P(FLNF2NP3) (événements incompatibles)
= P(P;) P(F2) P(F3) + P(Fy) P(Py) P(F3) + P(Fy) P(Fy) P(P3) (par indépendance)
= 3p(l—p)?
On calcule de méme P(S = 2) et P(S = 3).
. . _ kK | 0 | 1 | 2 | 3
La loi de S est donnée par : PIS =1 ‘ T=p)p ‘ 5ol —p)? ‘ 3021 = p) ‘ =
e Espérance
E(S) = 0x (1—p)® +1x3p(1—p)? + 2 x 3p%(1—p) + 3p3

= 3p((1—p)+2p(1—p)+p?)

= 3p(1-2p+p>+2p—2p>+p?)
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Partie C - Equivalent de a,, quand n tend vers I’infini

1. On calcule, en utilisant I’hypothese d’indépendance :
a; = P(A;) = P(P1NPy) = P(P1)P(Py) = p?
az = P(Az) = P(FiNP2NP3) = qp?
az = P(A3z) = P(PiNF2NP3NPy) +P(FINF2NP3NPs) = pap® +q°p* = qp*(p+q) = qp’

lai=p* ; w=aqp’ ; az=qp’

2. (a) Soit n € N*.
Si on obtient face au premier lancer, c’est comme si on avait un lancer ”de moins” pour réaliser A, o ; il s’agit

donc d’obtenir, & partir du deuxieme lancer, deux piles consécutifs pour la premiere fois aux lancers n + 2 et
n + 3, événement qui a la méme probabilité que A, ;1. On en déduit la premiere formule.

Sachant que 'on obtient pile au premier lancer, pour observer deux piles consécutifs pour la premiere fois aux
lancers n + 2 et n + 3, il est nécessaire d’obtenir face au deuxieme lancer. Ensuite, il s’agit d’obtenir, a partir
du troisieme lancer, deux piles consécutifs pour la premiere fois aux lancers n + 2 et n + 3. Cet événement a
pour probabilité P(F2)P(An) = qP(Ay). On en déduit la deuxieme formule.

‘Pour tout n € N*, Pr, (Ani2) = ans1 et Pp, (Ani2) =qan .
(b) Soit n € N*.
On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Fy, P1). Il vient :
P(Ani2) = P(F1)Pr (Ani2) + P(P1) Pp, (Ani2)
= (Qn41+Pqan
‘Vn € N*, any2 = (qan41 +pqan ‘
(¢) On doit avoir : az = qa; + pqao.
D’apres la question B1, cela équivaut & : pq? = qp? +pqaop, d’ott .

3. (a) (an) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 sans second membre.

e Equation caractéristique

On résout : x2 — qx —pq = 0, c’est-a-dire f(x) = 0; les solutions sont T1 et Ts.
e Terme général

Il existe donc A et p des réels tels que, pour tout n € N, a,, = Arf* + ury
e Constantes

Pour déterminer A et u, on résout :

Qg = 0
a = 'p2
A+ p =0
Aty 4+ ury = p?
B = —A
<~
{)\(Tl—rg) = p?
2 2
SA=— et L= p
To—T To—T
p?
neN, a, = (r —r)
To—T1

(b) =1 <71 <1 donc 1ir£ T =0 et de méme pour r3.
n—-+oo

Donc| lim a,=0].
n—+oo

(¢) Soit n € N.
2

n
== ()
To —T1 T

T B T\ ™
Or, [r1| < r2| donc ’—’ <1 donc lim (—) =0.
To n—+00 \To
p?
On en déduit que | a ~ —Ty

n
n—+oo To — T
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Partie D - Expression de a, en fonction de n par une méthode matricielle

pl=

1

T1 — T2

(

1
—1

T1

)

1. Soit n € N. En utilisant le résultat de la question B2b, on peut écrire :
X _ (G@n+2) _ (d@n+1t+Pqan) _ (q Pq Gnt1) _ (9 PA) x
nl Qni1 Qnit 1 0 an 1 0)"™
D’apres les résultats de la question A2, cela revient & : | X;, 11 = MXy |
2. det (P) =11 — 15 donc, d’apres la question Al, det (P) # 0, ce qui prouve que ‘ P est inversible ‘
1 _
De plus, d’apres la formule du cours, P! = W (_11 ;;2), c’est-a-dire
3. On calcule :
D = P !MP
_ 1 1 —T9 TH+To —TiTo TT T2
S e T 1 1 0 11
_ 1 Lo—=mp) (mi(ri+me) =1y To(ri+12) —Time
T1—To \—1 T1 T T2
B 1 1 -1\ (12 12
o TL — T2 -1 T1 TL T2
B 1 T2 —T1iTy 0
T =T 0 —T3 4+ 1179
B 1 2 -7y 0
T o -1y 0 —T3 41179
On en déduit que : |D = (Tl 0)
0 To
4. Soit n € N.
D" = (P !MP) ... (P"'MP) = P"'MPP~'!M...MPP~'MP = P~'M"P
n fois
| Pour tout n € N, D™ = P~'M"P|
5. Soit n € N.
(Xy,) étant une suite géométrique de raison M et de premier terme Xg, on obtient :
Xn = M™Xy = PD"P1X,
‘Pour tout n € N, X, = PD"P~1X, ‘
6. Soit n € N.
_ An+1
o = (%)
B 1 o oTo\ (T 0 1 -2\ [Pp?
B T1—19 \1 1 0 3 -1 n 0
B 1 T\ (T 0 p?
o \1 1 0 ry —p?
_ 1 1 T2\ (Pl
Com—me\1 1) \p*rd

En calculant uniquement la deuxiéme ligne, on obtient :

Pour tout n e N, a,, =

(b2 —p2r7)

T —T2

(identique au résultat de la partie B).
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Partie E - Etude de la probabilité de ne jamais obtenir un double pile

1. On calcule :
(1—72)(1—7p)

1—(r1+713)+11T2

= l—=q—pq
= p—pl—p)
= p(l—1+p)
= p?
‘(1—T2)(1—71):P2‘
2. Soit N € N*,
N
Sn. = ) ax
k=1
N
P k_ .k
= TS —T
k:1T2—T1(2 1)
2 _ N _ N
_ P (Tgl r2_11 rl)
To —T1 1—1‘2 1—T1
_ 1
B To—T1

(d’apres la question A1)

(possible car 11 # 1 et 19 #£ 1)

(=7 =) = (L =r2)(r —¥)*1) ) (daprés D1)

Pour tout N € N*, S\ =

1
To—T1

((=rrs =) = (1= ro)(r =1}

li Sn =1
N—1>IE<>0 N

3. —1<r1<1et—1<r2<1donchim Sn =

—+00

1

To—T1

((1—T1)T2 - (1—T2)f1) =1

4. | Asymptotiquement, I’événement "ne jamais obtenir un double pile” est impossible. ‘




