Chapitre 4 : Trigonométrie 1

Exercice 1: Calculer les expressions suivantes
1. sin <57T> + sin <77r>
6 6
1 1
81n< >+sm( ) 5~ 520.
I
2. cos( )—I—cos( ) ( >+cos(4>.

<27r> (37T <57r (777)
3. tan| — | —tan | — tan | — | —tan [ — |.
3 4 6 6
(22 =t (2t () — () = —tan (5) -t () — (2 ()
n(—|)—tan{ — n{—|)—tan|— ) = —tan n — tan n
3 4 6 6 3 4 6 6
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Exercice 2: Soit z € R. Simplifier les expression suivantes

1. sin(m — x) + cos (g + :c>

sin(m — x) + cos (;T + x) = sin(z) — sin(z) = 0.

™

2. cos(x — ) + sin (—2 — x)

cos(x — ) + sin (—g - l’) = cos(m — x) — sin (;T + :1:> = —cos(x) + cos(z) = 0.

3. sin(—x) + cos(m + x) + sin (;r — x)

sin(—z) + cos(m + ) + sin (;T - :):) = —sin(z) — cos(z) + cos(x) = —sin(x).

Exercice 3: Résoudre les équations et inéquations suivantes
d’inconnue x € R.

. 1
1. cos(z) = 2 4. |sin(x)| > 3
2. sin(2z) = 1 5 |.tan(x)\ < \/§
2 6. sin(2z) = sin(z).
3. cos(z) — v/3sin(z) = 1. 7 cos(z) + sin(z) = 0.
1. cos?(z) = % & cos(x) = 73 ou cos(x) = —\gg

< dk e Z, QZZ%—FQk‘ﬂ'OU%:—%—szT(OU(E:5%4—2]{777'011113:7%4—2]{771'.

1 5
2. sin(2:):):§<:>5|k:€Z 2x=%+2k7rou2x=%—l—2k7r.

o7
& dk e Z, :E—E—i—knroua: E—}—k‘ﬂ'
1 3
3. cos(x)—/3sin(z) =1 < 2 <2 cos(z) — \g Sin(l’)) =12 (COS (g) cos(z) — sin <g> Sin(m)> =
1.
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Chapitre 4 : Trigonométrie 2

1
@cos(g—l—x):2<:)3/<:€Z,x+§:§+2k7roux+§:—g+2k7r.

2
@EIkEZ,x:kaoum:—%—i—le.

1 1 1 1 1
4. |sin(z)| > 3® sin(z) > = ou —sin(x) > = < sin(z) > - ou sin(z) —5
) 7 11
& dk € 7, xG]Z—I—QkW;g—I—QkW{U]g—FQkW;67T+2k7r{.

5. [tan(0)| < V3 < —V3 < tan(f) < /3 < Jk € Z, 06}?+k7r;7;+k7r{.

2k
6. sin(2z) =sin(z) ©x =2z 2rjouzr =7 —2x 21| & Ik € Z, x =2km ou x = I 2

3 3
2 2
7. cos(x) +sin(z) = 0 & \gcos(az)—k\z[sin(x) =0 @cos(Z—a:) =0« 3k € Z, Z—x =
Ly
5 Tk

@EIkEZ,x:—%—i—lmr.

5 5
Exercice 4: Déterminer cos <172r> puis sin (W)

12
0 5T Ty 5\ _ ™ ™ i (T win (T
1 remarque que 12 = 4 6 onc cos 12 — COS 6 COS 3 Sin 6 Sin 3 .
Dome. cos (57T) _V6-Vv2
' 12) 4
2
o (BT V6 — V2 6-2v12+2 8+4V3 243
Or,sin“( —)=1-(———] =1-— = =
12 4 16 16 4
De pl Me{o-ﬂd '<57r>>0
e plus, 19 5 onc sin D .
. <57r> 24++/3 24++/3
Donge, sin | — | = = .
12 4 2

Exercice 5: Soit 6 € R.
1. Rappeler la formule reliant cos(26) et sin?(6).
| cos(20) =1 — 2sin?().
2. En déduire une expression de sin?().
1- 2
‘ On en déduit que sin?(0) = C;)S(Q).

3. Déterminer sin <9g>

9 V2
() 1 sy

9 9
On applique cette formule avec 6 = % Donc, sin® (;) = 5 = 5 S

— 2—42
Or,7r§97T§37Tdoncsin<987r><0doncsin<987r>:— 2 \/5:— \[

4 2
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Chapitre 4 : Trigonométrie 3

4. En déduire cos (987r>

COSQ(%>—1—sin2<97T>— —Q_ﬂ—2+\[
8/) 8/ 4

/2 \/2+
Or, 7 < o < %T donc cos (987T) < 0 donc COS + \[

Exercice 6: Soit 0 € R.

1. Exprimer cos(36) sous forme d’un polyndme en cos(f).

cos(30) = cos(6+20) = cos(6) cos(26)—sin(f) sin(26) = cos(6)[2 cos?(0)—1]—sin(#) x 2 sin(6) cos(6)
= 2cos3(0) — cos(f) — 2[1 — cos?(0)] cos(6) = 4 cos3(0) — 3cos() = cos(0)[4 cos?(0) — 3].

2. Retrouver la valeur de cos (g)

T
On applique la formule précédente a 6 = —.

o (£) - £) o () ] () -0 w (5) 4

On retrouve la valeur connue.

3v2
Exercice 7: Soit # € R tel que sin?(z) + \2[ cos(z) = 2.

1. Déterminer une équation du second degré (E) dont cos(x) est

solution.
3v2 3v2 3v?2
sin?(x) + \2[ cos(r) =2 < 1 — cos?(z) + \2[ cos(r) = 2 & cos?(x) — \Zf cos(z) +1=0.
3
Donc, cos(z) est solution de I’équation (E) : y? — iy—i— 1 = 0 ou encore (E) : 2> —32y+2 = 0.

2. Résoudre I’équation (E).

Il s’agit d’une équation du second degré : A = 18 — 16 = 2 > 0 donc il y a deux racines réelles
3vV2-v2 V2 3vV2+ 12

Yy = ——"= ety = —— " =/2.
4 2 4

3. En déduire les solutions de ’équation initiale.

2
Done, cos(z) = \2[ ou cos(x) = v/2. La deuxiéme équation n’a pas de solution donc

2 2
sin2(a:)+3\2[(308(1'):2(:)605(3:):{@EII{:EZ, x:%+2k7roux:—%+2k7r.

Exercice 8: Soit (a,b) € [ tel que a +b 75 —eta+b ;é —

2 2
Exprimer tan(a + b) en fonction de tan(a) et tan(b)

tan(a +b) =

sin(a + b) _ cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b)
cos(a+b)  cos(a)cos(b) — sin(a) sin(b)

cos(a) cos(b) [:)I;((b; + ZI;E ))}

- _ tan(b) + tan(a)
sin(a)sin(b)] 1 — tan(a) tan(b)
cos(a) cos(b) {1 - cos()cos(b)]
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Chapitre 4 : Trigonométrie 4

Exercice 9: Soit s € R. Donner, selon la valeur de s, toutes les
solutions réelles de I’équation sin(z) = s.

e Sis¢[—1;1],il n’y a pas de solution.

e Si s € [—1;1], il existe une unique solution dans [0, 7] que I'on note arcsin(s).

Dong, sin(z) = s < 3k € Z, x = arcsin(s) + 2km ou x = 7 — arcsin(s) + 2km.

Exercice 10: [*]

1. Soit s € [—1;1]. Simplifier sin(arcsin(s)).

-7
arcsin(s) est 'unique solution dans [2, 2} de I’équation sin(z) = s.

Dong, sin(arcsin(s)) = s.

2. Soit s € [—1;1]. Simplifier cos?(arcsin(s)).
| cos?(arcsin(s)) = 1 — sin?(arcsin(s)) = 1 — s2.

4 5
3. Résoudre I’équation arcsin(s) = arcsin <5) + arcsin <13>

arcsin(s) = arcsin (4) + arcsin (5) = s =sin (arcsin (4) + arcsin <5>>
B 5 13 B 5 13))
(s (5) ) o srsin (i) ) o (e (5) o (v
= s=g¢gin|arcsin| — | | cos | arcsin | — ) | +cos | arcsin | — | | sin { arcsin | —
5 13 5 13
4 2 4\?
S ROIN RO
5 13 5 13
9] 5 4x12 3 x5
+ ? =

= s—% \/m - +
57|V 132 13 5x13  5x13
63

= S

= S +

~ 65

Exercice 11:
1. Questions préliminaires :

(a) Soit a € R fixé. Montrer, par un raisonnement par contraposition, la proposition P suivante :
7 Q1 : a b2
P :7sin(a) # 0 = Vn € N, sm(z—n) #0
On commencera par exprimer clairement la contraposée de P.

La contraposée de P est "In € N*, sin (;) =0 = sin(a) =0".
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Chapitre 4 : Trigonométrie 5

a
On raisonne par contraposée donc on suppose qu’il existe un entier n € N* tel que sin (2n) =0.

a

=3dke€Z, — =kr=a=2"n=sin(a)=0.
271

(b) Rappeler la formule de trigonométrie donnant sin(2z) pour tout réel = et 'appliquer pour

T = On simplifiera les fractions au maximum.

2n+1 '
Vz € R, sin(2x) = 2sin(x) cos(x).

. . a . a a
on obtient sin 27 = 2sin gt cos W .

2. Soit a € R fixé tel que sin(a) # 0. Montrer par récurrence que :

Si on l'applique a x = TESE

vn € N*, cos <;> X COS <;2) X -t X COS (2‘;) _ 271581;1(((12%

Vn € N*, P(n):”cos (;) X COS <;2> X -+ X COS (;) = %21;;1%”

2’I’L
e Initialisation : Pour n = 1.
in(a) = 2si <a) cos <a> o <a> sin(a)
sin(a) = 2sin | = — s|= ) =——+.
2 2 2 2sin (%)
Donc, P(1) est vraie.

e Hérédité : Supposons qu’il existe n € N* tel que P(n) soit vraie.
a

sin (2“)
2sin (i)

a . a i} a . a a a
COS 5 X COS ? X -+ X COS on+1 = COS 5 X -+ X COS 27 X COS ont1

B sin(a) Xcos( a )
HR 2" sin (%) 2nt1

a
On utilise le méme formule de trigonométrie : cos <2n+ 1) =

2
B sin(a) sin (%)
27sin (37) ~ 2sin (275%)
sin(a)

2n+1gin (27{11>

e Conclusion : Par le principe de récurrence,

vn € N¥, COS(Z) xcos(;?) X”'XCOS(;):m
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