Chapitre 5 : Sommes et produits 1

Exercice 1: Soit n € N*. Exprimez a l'aide des symboles X et ]
les quantités suivantes

3+44+5+6+7+8+94+10
Soit a € R. 1 +a%+at+--- 4 a®
2Xx4x6x..%x(2n—2)x2n
Ix3x5x..x(2n—1)x(2n+1)

10 n
LY ke 2. ) a*.
k=3 k=0
3. C’est le produit de tous les nombres pairs plus petits que 2n donc

2x4x6x..x(2n—2)x2n=[](2k)=2" ] k=[2"n!]
k k=1

Ll

4. C’est le produit de tous les nombres impairs plus petits que (2n 4 1) donc
n
I1x3x5x..x(2n—1)x 2n+1)= ] (2k+1).

En fait, c’est le produit de tous les nombres plus petits que (2n + 1) divisé par tous les nombres
pairs plus petits que 2n

112k +1) = S _2nt1)
=0 ew 2
k=1

Exercice 2: Soit n € N*. Calculez les sommes suivantes :
n

n . 1
LTy o 3

n+1 n
2. Y Bk+7) 4 [ ke*
k=4 k=1
1. ZQk—l P S S PP G ”+1) —n=n’
=1 =1
n+1 n+1 n+1
1-4+1 144 3(n—2)(n+5
2. Z(3k+7):32k+721:3("+ +2)(”+ + )+7(n+1_4+1): (n ;(n+)
k=4 k=4 k=4
(n —2)(3n + 29)
- : .
"L 1\E 11—(%) -k 1 n 1
Y = =1~ o donc lim Y R
P ;;(2> -3 2(1—f> one 2 o ;g.}( 2">

n

n n
4. H/Ce = HkHek—n' ekzl —n'en(n;l).
k=1 k=1

Exercice 3: Calculez la somme et le produit de tous les entiers pairs
entre 1 et 100 puis la somme et le produit de tous les entiers
impairs entre 1 et 100.

50
0(50 +1
> (2k) = QZk_Q 0G0 _ 50 4 51 = 2550

k=1 2
50

[[ek) = 2% H k = 2%.50!
k=1 k=1
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Chapitre 5 : Sommes et produits

Exercice 4: Soit (¢,n) € R x N*. Calculez les sommes et
les produits suivants :

LY k(k+1) 4. ) ——
= = k(k+1)
2. ¢"(1—q) 5 ) kxk
k=1 k=1
~k—1 L 1
3‘,};[27/{ 6 k];[2<1—k2>
- - - " +1)(2n+1) nn+1) n+1
LY k(k+1) =S (K +k k2 I -
;; (k1) =3 (K k) = 3k + 3 ! . !
=1 k=1 k=1 k=1
1 1 2
_n+t (22+4n):n(n+ (n+2)
6 3
2.3 ¢ 1-q) =Y (¢~ ) =g — g
k=1 k=1
k-1 1 2 n—1 1
3. H —— ==X =X X =—
e k 2 3 n n
“ 1 "1 1 1 1 1 n
L) =2 =) =7 =1- = .
kz::lkz(kﬂrl) ;(k‘ k+1> 1 n+1 n+1l n+1
5. Y kxkl=> (k+1-1)k'=> [(k+1)k => [(k+1)! =Kk =(mn+1) -1
k=1 k=1 k=1 k=1
1 kK2-1 (k—1)(k+1) _ k—1k+1
6. Soit k € [2,n] 1—?: i k2 k ’
- 1> mk— 1k+1 k+1 In+l n+l
(- %) - SIE -
2
Pl < k iy K k 2 2n
Exercice 5: Soit (z,n) € R x N*.
1. A T'aide de formule de trigonométrie, exprimer cos(z) comme un
quotient de sinus.
in(2
sin(2z) = 2sin(z) cos(z) donc cos(x) = zlsrifl(x))
- x
2. Calculez H cos { of |-
k=1
ﬁ Ccos (i) = ﬁ 75111.(2,35;1) - in - Lm(%) = in Sm(:) .
Pt 2 ooy 2sin(gr) 27 0 sin(gr) 2" sin( 57 )
Exercice 6: Soit n € N*. Calculez les sommes doubles suivantes :
LY 1 3. > (i+4)?
1<i<j<n 1<i,j<n
2. Y 4. ) (5% — 18i%5% + 557
1<i,j<n 1<i,j<n
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Chapitre 5 : Sommes et produits 3

n n—1 n n—1 n—1 n—1 n—1
Loy 1=> > 1= (m-(G(+1)+1) =Y (n—i)=)Y n->Y i
Isi<jsn =1 j=itl =1 nombre d’entiers entre i + 1 et n i=1 =1 =1
=n(n—1) n(n-1)
n(n —1)
d
onc Z 1 2
1<i<j<n
& " & " n(n+1) (n+1) (n+1)
2. > J=2.2i= 5 = 5
1<i,j<n i=1j=1 i=1
n n n n n n n n n n
3003 @+ =)D+ =D ([ H2i+ 2= D D 2ij+ > > 4
1<,5<n i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 =1 j=1 i=1j=1
R " nn+1)2n+1 R nin+1)2n+1 n?(n+1)2n +1
3SR DRA D) s nnt Dt D) s Den+ 1)
— — — 6 — — 6 6
i=17=1 =1 i=1j=1
formule sur les carrés
n n n n
9 9 (n+1)2n+1)
. ;EZ DI )
i=17=1 j=11i=1
e 3= () () = () ="
=1 5=1 =1 7j=1 7=1
Finalement,
zn: (i + ) = 2‘n2(n—i— 16)5(271—}— 1) n nz(n;— 1)2 _ 2n%(n +1)(2n +61) +3n2(n + 1)?
1<i,j<n
n*(in+1)[22n+1)+3(n+1)] (n+1)(7n+5
= G =
n n n n n n
4. ) (5% — 18i%5% + 55%) ZZ —18221 TH5> 0> 5
1<ij<n i=1j= i=1j=1 i=1j=1
L 2(n+1)(2n+1) n?(n+1)%(2n +1)?
=10 -1 2 —18.
Yy 8(23) ; =5
] 1i=1 j=
1 (2 1)
_n(n+1)(2n + ( 2n+1))

Exercice 7: Résoudre 1’équation suivante :

(00 ()

n n ny nin—1)  (n—2)(n—1)n 6n+3nn—1)+(n—2)(n*—n) n’+5n
<1>+<2>+<3>_"+ 2 7 6 - 6 6

Donc I'équation & résoudre est n® + 5n = 20n c’est & dire n(n? — 25) = 0.
On cherche une solution strictement positive donc n = 5 est la seule solution au probléeme posé.

Exercice 8: Soit n € N*. Calculez les sommes suivantes :

Ly (?) 3.3 (Z)?)’f—l
i=0 k=1
n "1 (n
E) mienl)

ln
2. >
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Chapitre 5 : Sommes et produits 4

Ly (?) =S (7) 11177 = (14 1) = 2",

2 Y (1) (77 -y (”) (~1)1" = (14 (-1)" = { Oen7o

3.3 <"> 313 (") 3 x1=13 (”) 31" = 1{271: (7)31'1“ -1 }
, { , { 3 { 3l \e ?:/(')’

i=1

4. Soit k € [0,n].
1 n 1 n! n! n! 1 (n + 1)

E+1\k :k;+1k;!(n—k)!:(k:+1)!(n—k)!_(k+1)1(n+i—(k+1))!_n+1 k+1

Z”: 1 (n\ 1 z”:n—i—l_ 17§n+1_ 1 %n—l—l_n—i—l}
Zk+1\k) n+l1Z\k+1) n+1&\ 1) at+ile\ 0

1
=——(2"1 -1).
n+1( )

Exercice 9: Soit n un entier naturel non nul.

-1
1. Soit 1 < k < n. Démontrez que k(:) = n(Z B 1).

(n) n! n! (n—1)!
k Elln—k)! (k=1 (n—k)! (k=1 n — k-141)!
(n—1)! B (n -1

=N

k-Din—1— (k-1 "\k—1)

2. Calculez Z (Z : 1)

k=1
" (n—1 _n_l n—1\ .1
S x )

3. En déduire la valeur de S_ k(" ).
k=1 k

BBl ) )

=0

Exercice 10: Soit n € N*.

n n
On définit P = Z < )etI: Z ( )
0<2k<n 2k 0<2k+1<n 2k +1
1. Calculer P+ 1 et P — 1.

n
On remarque d’abord que P correspond en fait a la somme des i pour k pair inférieur a n et

n

I correspond a la somme des (Z) pour k impair inférieur a n. Ainsi, I + P = Z (7) =2".
=0

De plus, P — I correspond donc a la somme des Z

négatif sinon.

S. Freyssinet BCPST 1.1 2023—2024

avec un signe positif lorsque k est pair et



Chapitre 5 : Sommes et produits 5

Done, P~ 1= Y. (;;) 2 (2k+1> ,Zn: ()

0<2k<n 0<2k+1<n

2. En déduire I et P.
On a donc le systeme suivant :

n
{ £+§ (2) =P=1=2""
Exercice 11:
1. Quel est le coefficient devant a*b? dans le
développement de (a — b)®?
6
Par le binome de Newton, (a — b Z < ) 6 !, Le coefficient en a*b? correspond & 1 = 2,
=0

6
c’est-a-dire (—1)2 <2> = 15.
2. Quel est le coefficient de a*b?c® dans (a — b+ 2¢)??
2. (9
Toujours par le binéme de Newton, (a — b + 2¢)? = Z <k> (a —b)*7F(2e)k.
k=0
9
On cherche le terme en ¢® donc on s’intéresse & k = 3 c’est & dire (3) 23(a — b)°.

4b2¢c3 est donné par celui devant a*b? dans (a — b)°.

6
=1 .
2) 0080

Le terme en a

Ce coeflicient est donc (2) 23<

Exercice 12: Soit n € N*,

1. Simplifiez Z [(k + 1)t - k4].
k=1
2. En déduire Y k.
k=0

Notons S = Z k3. S est aussi égal & Z k3.
k=0

1. Z(/c + 1) — k' = (n + 1) par la formule des sommes télescopiques.

n n

2. ) (k+1)'—k' =) (4K°+6k*+4k+1)=4) K> +6> K +4> k+> 1.

k=0 k:O kO k=0 k=0 k=0

Donc, Zk+1 Zk4—45+62k2+42k+n+1
k=0 k(] k=0 k=0

Ainsi, 48 = (n+1)* GZk2 4Z/<; n+1)=m+D'—nm+1D2n+1)—2n(n+1)— (n+1)

=(n+1)*- (n+1)(2n—|—1)—2n(n+1)—(n+1):nQ(n+1)2

n 2 2
1
Finalement, g k3 = w
k=1
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Chapitre 5 : Sommes et produits 6

Exercice 13: [*] Soit (a,b,n) € R? x N.
On pose A, = (a — b)*" + (a + b)*™.
1. Calculez A,,.

On applique le bindme de Newton aux 2 termes de la somme :

2n
(a=bp =y (if) a* (~b)n -

kQZnO ) - (a_ b)Qn + (a+b)2n _ Z <IS> kan—k[( 1)271 k + 1]
(a + b)2n _ Z ( ;) akan—k k=0

k=0

0 si k est impair
Or, (-1)*F 41 =
r (=1) + 2 si k est pair.
Finalement, il ne reste que les indices k pairs dans la somme c’est a dire quand k = 2p avec
0<p<n.

Donc, (a — b)*" + (a + b)*" = Zn: <Zn> a2Pp2n—2 9 — 9 Z <2n> (a2)P(b2)"P.

= \2p 2p

2. En déduire que le réel s, = (1 — v/2)?" + (1 + /2)?" est un entier naturel pair.

Pour calculer s, , on applique la formule avec a = 1 et b = /2.

o [2n 2\p np
sn—QI;)(Qp)(l) _22< )2

. C’est bien un entier naturel pair.
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Chapitre 5 : Sommes et produits 7

n
Exercice 14: Pour tout entier naturel non nul p et pour tout entier naturel n, on pose : Sp(n) = > kP.
k=0
L’objectif de ce probleme est de calculer la somme S3(n) de trois manieres différentes. Chacune des
parties propose une méthode de calcul. Les parties sont indépendantes.
1. Rappeler sans démonstration, les expressions en fonction de I’entier naturel n, de Si(n) et Sa(n).

2. Démonstration par récurrence.
Démontrer par récurrence que pour tout n € N,

Sy(n) = (”(”;1))2

3. En exprimant S3(n) en fonction de S3(n) et Si(n).

(a) Soit n € N. En effectuant un changement d’indice, exprimer, 37_,(k + 1)* en fonction de
Sa(n) et de n.

(b) Exprimer Y}?_,(k + 1)* en fonction de Sy(n), S3(n), S2(n) et Si(n) (on pourra développer
(k+1)%).
(c) En déduire une expression de S3(n) en fonction de n.
4. A laide d’une somme double
(a) Soit n € N*. Justifier que pour toute famille (a;;)i<ij<n de rvéels : 330 370 ja;; =
> k=1 [Zﬁ;ll ag; + S0, ai,k}

(indication : on pourra commencer par une relation de Chasles).

(b) Calculer Z Z ij de deux manieres.
i=1j=1
En déduire S3(n), pour tout n € N.

1 12n+1
1. Pour tout n € N, | S1(n) = n(n2+) et So(n) = n(n + )6( n+1) .
2. e Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence :
= n?(n+1)2
P . kS = —_—
AP

0 2 1 2
e initialisation > k*=02=0= O(OI)
k=0

e hérédité Soit n € N fixé quelconque tel que P, soit vraie. Alors

. Donc Py est vraie.

n+1 n
Yk = YR+ (1)’
k=0 k=20 9
1
= n(n4+) + (n+1)3 d’apres P,
n+1)2
= (4)(71,2 + 4(n + 1))
(n+1)% . . s
= T(n + 4n 4 4)) on reconnait une identité remarquable :
1 2
= <n—z)(n +2)2 donc P,y est vraie.
e Conclusion Ainsi, d’apres le principe de récurrence,
2 2
1
Vn e N, Sy(n) = n(n4+)

3. En exprimant S3(n) en fonction de S3(n) et Si(n).

(a) Soit n € N fixé quelonque.Posons j = k + 1 dans la somme a calculer. On obtient :
n

s &y 4_ N~ 4 Aipsi
Y(EkE+1)=Y =i+ n+1)* = > j*+ (n+1)*. Ainsi,
k=0 j=1 j=1 =0

VneN, S (k+1)4 = Su(n)+ (n+ 1™
k=0
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Chapitre 5 : Sommes et produits 8

(b) Soit n € N fixé quelconque. Pour tout k € [0,n], (k+1)* = k% + 4k + 6k* + 4k + 1 (d’apres

la formule du binéme). Donc 3 (k+1)* = 3 k* +4k3 +6k2 +4k+1= > k* +4 > k3 +
k=0 k=0 k=0 k=0
6 k2+43 k4 > 1. Ainsi,
k=0 k=0 k=0

Vn € N, éo(k +1)* = Sy(n) + 485(n) + 6S5(n) + 451 (n) + (n + 1).

(c) D’apres les deux questions précédentes, pour tout n € N, on a :
Si(n) + (n+ 1)* = Sy(n) + 4S3(n) + 6S2(n) + 4S1(n) + (n + 1).

Les S4(n) se simplifient, et on peut exprimer S3(n) en fonction des autres termes de la
somme : pour tout n € N,

Sy(n) = ((n +1)* = 6S5(n) — 4S1(n) — (n+ 1)) .

=~ =

D’ot, en utilisant les expressions de S2(n) et S1(n), une expression de S3(n) en fonction de

n:
1
Ss(n) = (n+ D' =nn+1)@n+1) = 20m+1) - (n+1)).
n(n+1)\2
Apres simplification, on obtient : |Vn € N, S3(n) = <2> .
4. A I’aide d’une somme double
(a) Soit n € N*. Soit (ai;)(; j)e[i,n)> des réels.
n n n i—1 n
aij = ) (D i+ ai
i=1j=1 i=1 \j=1 j=i
n i—1 n o n
= D D aij+t) ) ai
i=1j=1 i=1 j=i
n i—1 n J
= D D aiity Y ai
i=1j=1 j=1i=1
n k—1 n k
= DD kit D aik
k=1 j=1 k=1i=1
n k—1 k
= ak,j + Z a; k
k=1 [j=1 i=1

(b) Dans un premier temps, on remarque que les indices ¢ et j sont indépendants et que 1'ex-
pression sous la somme est un produit entre une quantité qui dépend de ¢ et une qui dépend
de j donc

S. Freyssinet BCPST 1.1 2023—2024



Chapitre 5 : Sommes et produits 9
On applique maintenant la formule démontrée a la question précédente.
n o n n [k—1 k
Soigo= D D ki+ > ik
i=1j=1 k=1 | j=1 i=1
n [ k-1 k
= > kY j+k> i
k=1| j=1 i=1
" —1 1
_ Z(kk‘(k‘ )+kk:(/~c+ ))
= 2 2
= En: k3
k=1
n(n+1)\2
On en déduit que |Vn € N, S3(n) = (2> :
S. Freyssinet BCPST 1.1 2023—2024



