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Exercice 1 - Calculs.

1. Soit n € N*. Soit « € R, = # 1.

n

= D(2n+1 1
(a) S =S (k+1)(k+2) = (k +3k+2) = Zk2+32k+22 AR LU !
k=0 k=0
S=(n+1) [n(2n+1)+3n+2] | (n+1)(n? 4+ 5n +6) .
6 2 3
2n
S:Zx:(2nfn+1)x:(n+1)m
k=n
1—gntt
) S = ;06:13 —2) —6Zx —1221_ 6.———— —12(n+1) |
k2 +2 k+1 Thkt2yrk+l n+2n+1l | (n+1)(n+2)
(d)P*H k H Hk+1H ko2 1 2 '
k=1 k=1 k=1 k=1
" (n\ zF L&\ e v 1 =(n L& (n & dx+1)" -1
(e) sfk:1 (k>4n_kmg<k)4 @ M};(k)(zlx) == ;(k)(4x) g |

1<i<j<n = i=1

R R

, 1—2n
— 22"“7221:%2”“72.1 5 =np2ntl 42— ontl

Donc,| > 2 =2+4(n-1)2""|

3. Soit 8 € R. Soit n € N.

(a)
sin®(#) = sin?(6). sin(f) = 1= cos(26) cgs(29) .sin(f) = sin(9) — 6028(29) sin()
Or, sin(#) cos(26) = sin(39) —;sm(—@). Donc,
. sin(30) — sin(0)
i (0) sin(0) = =5 sin(9) _sin(30) L sin(0)
i - 2 2 1 1
Finalement, | sin®(0) = 3sin(6) 4_ sin(36) .
. . 0
(b) On applique la formule précédente avec x = 3%
- 0 = 3k 0 30
k .3 _ . .
; 3% sin (?)k> = ]; T [3 sin (?)k) —sin (?)k)]



< 1
Donc, Z 3% sin® (;) 1 {3"“ sin <£L> — 3sin (9)]
k=1

Exercice 2.

1.

(a) On suppose que (v6 + v/2)? < 42. On applique la fonction racine carrée, croissante sur R, d’ou :

(VB + V2 < VI,
Or les nombres v/6 + /2 et 4 sont positifs, donc (\/éJr \/5)2 =/6+12 et V42 = 4. Donc V6 ++/2 < 4

Réciproquement, on suppose que v/6 + v/2 < 4. Ces nombres étant positifs, on peut appliquer la fonction
carré, croissante sur R . D’ou (v/6 4 v/2)? < 4%.

Ainsi, on a prouvé que :
(V64+v2)? <42 = V6 +V2<4

(b) D’aprés la question précédente, il suffit de montrer que (V6 + v/2)? < 42.
Or (V6 +v2)? =6+2+2V6v2=8+2V12=8+4V3.
Puisque 3 < 4, en appliquant la fonction racine carrée, croissante sur R, on obtient v/3 < 2. Donc
8+4vV3<8+4x2.
Ainsi, (V6 +v/2)% < 16.

Puisque (v/6 4+ v/2)? < 42, on en déduit, d’aprés la question précédente, que | v/6 + /2 < 4

(¢) Nous avons montré que V6 4+ /2 < 4. De plus ces nombres sont positifs. Donc, en divisant par 4 > 0 on
6 2
obtient : 0 < % <1

V6 +/2 \f+f

Puisque — € [—1,1], on en déduit qu’il existe un réel « tel que cos(a) =

T
De plus, puisque ce nombre est positif, on peut choisir « dans [O, 5}

\/6+ﬂ>'

Plus précisément, o = Arccos ( 1

2. Nous savons que cos(2a) = 2 cos?(a) — 1

M)Q_Hwﬁ V3
4 ’ 2

Donc, d’apreés la question précédente, cos(2a) = 2 (

Ainsi, | cos(2a) = @ = cos (E> )

2 6
. o ™ s T s
On en déduit qu’il existe k € Z tel que 2a = 5 + 2km ou 20 = % + 2k7w. Donc o = 13 +kmoua= 1 + k.
Puisque o € [0, g}, la seule valeur possible de « est | a = % .

Nous savons que cos? (a) + sin2(a) =1.

2— 3
Donc sin*(a) = 1 — cos? \[

2_

Donc sin(a ou sina =

—V3

Orae [0 2] donc sin(a)) > 0. Donc sin(a) =

4
o [V6-V2 _6+2—2\/ﬁ_8—4\/§_2—\/§

4 B 16 C16 4

6—-v2 23 6 — /2 )
Puisque¥>0, on en déduit que 4\[2\[4\[.Donc sin(a):%,

4. On reconnait dans cette équation une expression du type acos(z) + bsin(z), avec (a,b) € R?\ {(0,0)}. On va



factoriser par va? + b2, ici \/(\/6—1— V2)2+ (V6 —2)2=/8+8=4.

2 — V2 2
(\/6+\/§)cosx+(\/67\@)sinx:2 = Mcosx+@sinx:1
. . 1
< cos(a)cos(z) + sin(a) sin(z) = 3
T
= cos(x—a):cos(f)
r 3 T T
<= EIkGK:xf—:§+2kﬂ0ux7§:7;+2kw
T
+— 5 Kizx——=—=+2 —— =——+42
ke T %r 3—|— k:ﬂ'ouav?m12 3+ kw

L’ensemble des solutions est donc

12 4

S:{Sﬂ—i—%m—ﬂ—&—%ﬁ, keZ}

Exercice 3. .

Soit a € R. Pour n € N, on note P,, = H <1 +a2k).
k=0

1. On suppose que a = 1. Soit n € N.

n n

k=0 k=0

2. On suppose maintenant que a # 1.

(a) (1-a)P, = (1-a).]] (1 + a2’“) —(1-a)1+a®)1+a®)=(1-a)l+a)1+a?)=(1—-a®)(1+a?) =1-a
k=0

. 1—a*
Donc, puisque a # 1, | P, =

1—a

b)) 1—a)Py=(1-a)P.(14+a®)=1—-a*)(1+a*)=1—ab

. 1—a8
Donc, puisque a # 1, | P, = T
—a
(¢) Soit n € N.
n+1 . n . . .
Poa=JI (1) =T (1+) -0+ = P40
k=0 k=0

Donc, | Phy1=(1+ a2n+1).Pn .

1_ 2n+l
(d) On va démontrer par récurrence que Vn € N, P, = ] a4
1_a2n+1 —a
Pour n € N, on note P(n) : P, = 4
—a
I Pourn=0":

0
1T <1+a2k) =1+a® =1+a.
k=0 0+1
1—a2" 1-a®> (1+a)(l—a)

= = =1+a.
1—a 1—a 1—a

Donc, P(0) est vraie.
H Soit n € N. Supposons que P(n) soit vraie.
Par la question précédente, P, 1 = (1 + a2"+1).Pn.

. 1_ on+1 1 gnt1 1— on+1 1- gn+ly g
Par ’hypothése de récurrence, Pyq = (14a2" ). a4 = (A+a” )(A-a” ) — (a® )
- 1—a 1—a 1—-a
n n 1—a*"
Or, (a? +1)2 =a>?""" . Donc, P = I
—a

Finalement, P(n + 1) est vraie.



1 . 2n+1
C Par le principe de récurrence, Vn € N, P, = 1
—a

Probléme.

1. On calcule les premiers termes de cette suite en utilisant la relation de récurrence et les deux premiers termes.

Ve €R, To(z) = 22Ty(x)—To(x) =] 22% -1 |
Tz(z) = 2aTy(x)—Ty(x) =2x(22% —1) —2 =| 42® - 3z |
Ti(z) = 22Ty(x) — To(x) = 2x(42® — 32) — (22 — 1) =| 8z* — 822 +1 |
Ts(z) = 22Ty(x) — T3(x) = 2x(8x* — 82? + 1) — (42° — 32) =| 162° — 202> + 5z |

2. (a) Soient § € R et n € N fixés quelconque. On applique les formules de trigonométrie donnant le cosinus d’une
somme :
cos((n +1)0) + cos((n — 1)) = cos(nfd + 0) + cos(nd — 0)
= cosnb cos O — sinnf sin 6 4 cos nf cos O + sinnf sin 0
= 2cosnb cos b

Donc cos((n 4 1)) + cos((n — 1)0) = 2cosnb cosb |.

(b) Soit 8 € R fixé quelconque. Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence :
P(n) : "Ty(cos(h)) = cos(nd)".
e P(0) et P(1) sont vraies car Tp(cos(d)) = 1 = cos(0) et T (cos(#)) = cos(f) par définition de Ty et T.
e Soit n € N* fixé quelconque tel que P(n — 1) et P(n) soient vraies.
Alors, d’aprés la relation de récurrence définissant la suite (7)),
Ty11(cos @) = 2cos(0)T,,(cos(0)) — Tr—1(cos(H)).

Or P(n) et P(n — 1) sont vraies, donc T,,41(cosf) = 2cos() cos(nf) — (cos((n — 1)f)). D’aprés la
question précédente, on a donc Ty, 41(cos@) = cos((n + 1)6), ce qui prouve P(n + 1).

e Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, | pour tout n € N, T,,(cos(#)) = cos(nd).

(¢) Soit n € N fixé quelconque. D’apreés la question précédente :

cos(50) =0 <= cos(bd) = cos (g)
— k€L, 50= 7 +2kmou s =~ +2kn

T 2km - 2km
dkeZ, 0=—+ — 0= —+4+—
<~ € 4, 10 + R ou 10 + 5
1+4 —1+4
Donc ’ensemble des solutions est | S = {W( l—l(—) k), ul 13— k), ke Z}

T mw T T
(b) 0< 0 < 5 < 5" Donc, puisque la fonction cosinus est strictement décroissante sur [07 5}, cos (—) >

(c) La relation établie a la question ?? donne, pour n =5 : V0 € R, Ts(cos ) = cos(50).

1 (oo () e (5) =1

Si on utilise I’autre expression de T5, on obtient

16 cos® (110) — 20 cos® (1%) + 5 cos (1%) =0

Or, cos (%) # 0. On en déduit : 16 cos* (110) — 20 cos? (110) +5=0.

Donc cos (%) est une solution de 'équation (E) : 16z* — 2022 +5 =0 |.

T
Donc, pour 6 = cos (1—0), on obtient

4



(d) On pose y = 2% dans I'équation (E).

2

y=2x
(B) = { 16y? — 20y + 5 = 0 équation du 2d degré!

= )by
y= 5+8¢5 ouy = 5—8¢5
_ V/5+V5 _ _\/5+V5 _ v/5-vB _ _\5=V5
< T = 2\& ouxr = 2\/§ ouxr = 2\@ ouxr = 2\/5
car 5+8\/5 >0et 5_8‘/5 >0

Ainsi, Pensemble des solutions de (F) est :
g_JVErVE VErvE Vi-vh V55
2v2 T 2v2 T 2v2 T 22

(e) Nous avons vu que (E) admet 4 solutions deux a deux distinctes : deux solutions strictement positives et
leurs opposés. On a :

V5 V5 < V55 < V5-5 < V5+v5
2v2 2v/2 2v/2 2v/2
-5 5-+5

5
De plus, 0 < 5 — /5 < 6 donc 0 < <g.DoncO<

V5-v6 V3
2v/2 2

3 < %. En appliquant la fonction Vo

strictement croissante sur R, , on obtient :

7r
(f) Nous savons que cos (E) est solution de (E). Or nous avons explicité les solutions de (F) a la question
s , N . ™ V3
?7?. Donc cos (1—> est 'une des quatre valeurs trouvées a la question ??7. Or cos (E) > - et sur les

quatre solutions obtenues au 77, trois sont strictement inférieures a - Donc, par élimination, la seule
cos ( s ) V5+/5

10/ 22 |

valeur possible de cos (110) est la derniére :




