Chapitre 9 : Applications 1

Exercice 1 Déterminer graphiquement les ensembles suivants.

T
1. si ——;—1 .
o ([ 3’ 4D
Correction La fonction sinus est croissante sur {—g; Z] donc sin ([—g W}) = [—

7r'57r

2. cos <[3, 4})
Correction Le graphe de la fonction cosinus est le suivant

/“\

On en déduit que cos (r 57r]> = [1; 1]'

3’ 4
T
3.t ———1 .
a“(] 2’2D

Correction Le graphe de la fonction tangente est le suivant

-4

. . ™ T . .
La fonction tangente est croissante sur ]—; { avec lim tan(x) = —oo et lim tan(z) =
2°2 x~>7%+ x—>%7
+00.
L T
On en déduit que tan G 35 D =R.

Exercice 2 Pour chacune des fonctions suivantes, donner leur
ensemble de définition Dy et leur image f(Dy).
Dire ensuite si elles sont injectives, surjectives ou bijectives.

1. f(z) =2% -4z + 3.
2. f(z)=v2x+3-1
3. f

(z) = [sin(z)]
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Correction
1. Dy =R comme polyndme de degré 2 et f(R) = [—1;+o00].
(a) Injectivité? f(1) =0 et f(3) = 0 donc on a proposé deux points différents qui ont le méme
image donc f n’est pas injective de R dans R.

On va restreindre I’ensemble de départ pour rendre cette fonction injective.
Soit (z,y) €]2; +00[? tel que f(x) = f(y).

=22 —dr+3=9y>—4y+3

= 22 —dr =y® — 4y

=22 -y —dx+4y=0

= @-y(z+y)—4z—-y)=0

=@@—ylze+y—4) =0

zrz=youzxz+y=4

Or, x+y >4donconax=y.

La fonction f est injective de |2; 00| dans R.

(b) Surjectivité ? Soit y € R. Supposons qu’il existe un réel = tel que f(x) = y.

e —4r+3 = y
2 —dr+3-y = 0
A = 4(1+y)

Siy < —1, cette équation n’a pas de solutions dans R. La fonction f n’est pas une surjection
de R sur R.

Siy > —1, ce polyndme admet deux racines réelles et y a deux antécédents dans R par f.
La fonction f est surjective de R sur [—1;+o0]

(c) Bijectivité ? La fonction f est bijective de |2; +oo[ dans [—1; 400].
3
2. Dy :}—2;+oo[ et f(R) = [—1;+o0].

(a) Injectivité? Soit (x,y) € D%, f(x) = f(y).

=>V2r+3-1=2y+3-1
=2x+3=2y+3
=Sr=y

Donc la fonction est injective f de }—2; —1—00{ dans f(R) = [—1; +o0].

(b) Surjectivité ? Soit y € [—1; +o0].

1)% -
VET3-1=yea= U3

L’équation admet une unique solution donc f est bijective de ]—;;—i-oo{ dans f(R) =
[—1; +o0].
3. Dy =Ret f(R) =[0,1].
(a) Injectivité? f(m) = f(—n) donc f n’est pas injective de R dans [0; 1].
(b) Surjectivité ? Soit y € [0; 1].
|sin(z)| =y < sin(z) =y ou sin(z) = —y
< dk €Z, x =arcsin(y) + 2km ou x = 7 — arcsin(y) + 2k ou

x = arcsin(—y) + 2k7 ou x = 7 — arcsin(—y) + 2k7

Donc, f est surjective de R dans [0;1].
Elle n’est pas bijective car il y a plusieurs antécédents.
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Exercice 3 On considere 'application h définie par

2 +1
T+ 2

h:xw—

1. Déterminer son ensemble de définition Dy,.

2. Déterminer h(Dy,).

3. Montrer que h est une bijection de Dy, sur h(Dp,).
4

. Donner sa bijection réciproque.

Correction
1. Dp =R\ {-2}.
2. On va étudier les variations de h.

La fonction h est dérivable sur Dy comme quotient de fonctions dérivables avec un dénominateur
qui ne s’annule pas.

2z +2) — (22 +1) 3
V D ! == =
© € Di, fi(z) (z + 2)2 R R

Donc, h est strictement croissante sur | — co; —2[ et sur | — 2; +o0].

lim h(z)=-occet lim h(z)=+oc.
r——27F T——2"

lim h(x)=2et lim h(z)=2
T——00 T—r+00
On en déduit que h(Dp) =| — 00; 2[U]2; +00.

3. Soit y € R\ {—2}.

2x +1
= s 2 1= 2
21 Y r+1=y(r+2)
& 22—y =2y—1
20 — 1
= T = y
2—y

L’équation admet une unique solution donc h est une bijection de R\ {2} dans R\ {—2}.

4. La bijection réciproque est donnée par la résolution de I’équation précédente.
R\ {2} = R\{-2}
f -1 . 2y — 1

2—y
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Exercice 4 On considere 'application f définie par
frx—Va2+x—-2

1. Déterminer son ensemble de définition Dy.
2. Déterminer f(Dy).
3. L’application f est-elle injective sur Dy ?

Correction
1. Dy ={z €R/2®> +z—2>0}.
Le polynoéme z? + x — 2 admet deux racines réelles 1 = —2 et 9 = 1 donc D¢ =] —00; 2] U
[1; +o0l.

2. On va étudier les variations de f sur Dy.
La fonction f est dérivable sur D; comme composée de fonctions dérivables et

2x +1
2vVr2 + 1 —2

On en déduit que f est décroissante sur | — oo; —2] et croissante sur [1; +o00].

xg@oof(x) = tooet xBI—lI-loo f(l’) = too

f(=2) = f(1) = 0. On en déduit que f(Dy) = [0;+o0].

Vo € Df, f,(CC) =

10
8

&

3. f(=2) = f(1) donc la fonction n’est pas injective de Dy dans f(Dy).

Exercice 5 On considere ’application g définie par
gz /|lz—1]
1. Déterminer son ensemble de définition D,,.

2. Déterminer g(Dy).

3. L’application g est-elle injective sur Dy 7

Correction
1. Vz € R, |z — 1| > 0 donc Dy, = R.
2. Pour dériver g, on va donner son expression sans la valeur absolue.

Vi—zsiz<l1
vz € R, g(w)I{ Vi—Tsiz>1

La fonction g est dérivable sur R\ {1} comme composée de fonctions dérivables.
-1

Ve e R\{1}, ¢'(z) = ¢ V=7

2V —1

six <1

sixz>1
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On en déduit que la fonction g est décroissante sur | — oo; 1] et croissante sur |1; +o0l.

On étudie maintenant les limites aux bord pour en déduire g(D,).
lim g(z)=+occet lim g(x)=4o0.
r——00 T—+00

g(1) = 0 donc g(Dy) = [0; +o00].

Le graphe de la fonction ¢ est le suivant

3. Le graphe est celui d’'une fonction non injective.
En effet, g(1) = g(—1) = 0 donc 0 admet deux antécédents par g.
On en déduit que g n’est pas injective sur R.

Exercice 6 Soient F/, F' et GG trois ensembles.
Soit f € F(E,F) et soit g € F(F,G).
1. Montrer que si g o f est injective de FF dans G alors f est injective de E dans F.

2. Montrer que si g o f est surjective de F dans G alors g est surjective de F' dans G.

Correction Soit f € F(E, F) et soit g € F(F,G).

1. Supposons la fonction g o f injective de E dans G.
Soit (z,y) € E? tel que f(z) = f(y).
= glf@)] = gLf )
= x =1y (car go f est injective)
La fonction f est donc injective dans F dans F'.

2. Supposons la fonction g o f surjective de F¥ dans G. On veut montrer que g est surjective de I
dans G.
Soit y € G.
Puisque g o f est surjective de E dans G, 3x € FE tel que (go f)(z) =y
que l'on peut réecrire g[f(x)] = y. Or, f(z) € F.
On notant z = f(z), on a bien : 3z € F' tel que g(z) = y.
La fonction g est surjective de £ dans F.

Exercice 7 Soient E et I’ deux ensembles. Soit f: F — F.
Soit (A, B) € P(E)?. Montrer que

f(AUB) = f(A) U f(B)

Correction Soit (A, B) € P(E)?. On va montrer 1’égalité des ensembles par double inclusion.
C: Soit y € f(AUB).
= Jz € AUB tel que y = f(x).
= (Jx € Atel que y = f(x)) ou (Fz € B tel que y = f(x)).
=y € f(A) ouy € f(B).
= ye f(4)U f(B).
On en déduit que f(AUB) C f(A)U f(B).
: Soit y € f(A)U f(B).
=y & f(A) ouye f(B)
= Jz e Atel que y = f(z) ou Iz € B tel que y = f(x)

|
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= Jz € AUB tel que y = f(x)
=y e f(AUB).
On en déduit que f(A)U f(B) C f(AU B).

On a montré par double inclusion que f(A)U f(B) = f(AU B).

S. Freyssinet BCPST 1.1 2023—2024



