Chapitre 12 : Primitives et équations différentielles linéaires

Exercice 1 Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur un intervalle I a préciser.

. frx el e’

1 6.f:x€Ib—>xex2.
2. f::nell—>sin<:§). 7. f:x € I+ cos(z)sin®(x).
3. frzelma®—3u+1. 8. frxelm 5
4. frxel—In(z+1). 9 fixelm 1
5. f:x €I+ cos®(z) —sin?(z). V2x
Correction
e3z
x

2.F:x6R»—>—5COS<5>.

6 2

3
S.F:xERH%—%—i—m.
4. F:z €] —1,4o0[— (z+1)In(x + 1) — (z + 1).
sin(2z)

5. I=R.Vz eI, f(x)=cos(2x) donCF::cEIHT.

72

6. F:xERH%.

sin(x)
4
1
8. F:xzeRw— §ln(:r2+4).

7. F:zeR—

9. F:xGRiH 2.

Exercice 2 Soit f : x € R~ cos?(z) sin®(x).
1. Soit x € R. Linéariser f(x).

2. En déduire une primitive de f sur R.

Correction

1. Soit z € R. On utilise la formule d’Euler

_ eiz_i_efiz 2 eix_efi:r 3
@) = 2 2i

(eQi:r 19+ efQi:p)(e?;ix _ 3eix 4 3e7ix _ ef3im>
—32i
eSiz _ e—3iz _ 2eim 4 2e—ia: + e—3iz _ e—5i1’
—32i
sin(bz) — sin(3x) — 2sin(x)
—16

— cos(hz) cos(3x) cos(z)

2. La fonction F': x —
a fonction T 5><(—16)+3><(—16)+ 3

est une primitive de f sur R.

Exercice 3 Soit f:t€]—1,1[— . Soit g : t —

2 -1 t2+t—2

1. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que

a b

viel =LA S0 =
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Chapitre 12 : Primitives et équations différentielles linéaires 2

2. En déduire une primitive de f sur | — 1, 1].
3. Déterminer un intervalle I sur lequel g admet des primitives.

4. Montrer qu’il existe (a,b,t1,t2) € R* tel que

a b
Vtel, g(t) =
90 =t
5. En déduire une primitive de g sur 1.
C tion Soit f:t €] —1,1[ — ! Soit g : t
rrection Soit f : — ——. Soit g : _—
orrection So ) 21 Soitg PoR—
1. Supposons que (a,b) € R existe. Soit t €] — 1, 1].
a L b at+a+bt—b
t—1 t+1  (t—-1(t+1)
a b 1 (a+bt+a—>b
D t) = & = & b)t —-b=1
one, [ =3+ 57 © g 21 (a+d)t+a

L’égalité doit étre vrai pour tout t donca+b=0et a—b=1.

Donc,azietb:—.

2
1 1 1
On vérifie que ¢a convient : V¢ €] — 1, 1], 30— 1) + 20+ 1) a1

1 1
2. On en déduit que F : t — 5 In(t —1) — 5 In(t + 1) est une primitive de f sur | — 1, 1[.
3. La fonction g est définie et continue sur R\ {—2; 1} donc g admet des primitives sur I; =]—o0, —2],
sur Iy =] — 2,1[ ou sur I3 =1, +o0].
4. Prenons I = I5. On sait qu’il existe (a,b) € R? tel que

1 _a L b
(t+2)(t—1) t+2 t—1

Viel, g(t) =

(a+b)t—a-+2b 1

D Vtel, g(t) = = _
one, e L 9) = 0= 1) G 2i—1)
Donc,a+b=0et —a+2b=1.

Donc, a = —b et 3b = 1.

1
3
5. On a donc Vt € I, ¢(t)

-1
D =—cetb=_.
onca=—-e
I S
C3(t+2)  3(t—1)
—1 1
On en déduit queG:tEIr—>?ln(t+2)+§ln(t—1) est une primitive de g sur I.

Exercice 4 Résoudre les équations différentielles suivantes
1. ¥/ + 2y =0 sur R.
2.y +y = 4e’ sur R.
3.y — 3y =e' +3surR.

On pourra appliquer le principe de superposition pour trouver une solution particuliére.

4. y' + tan(t)y = cos(t) sur I = ]0, g {

5. (1—2)y —2ty =t sur I =] — 1,1].

Correction

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants homogene.

Donc Sy = {t e R~ Xe™ 2!, X € R}.
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Chapitre 12 : Primitives et équations différentielles linéaires 3

2. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants avec second
membre. On commence par résoudre ’équation homogene associée
Eg) : 4y +y=0
(En) = y'+y=

donc Sy = {t e R— de™!, A€ R}.
On cherche ensuite une solution particuliere par variation de la constante sous la forme
Yp(t) = A(t)e™. On a donc V&t € R, y,(t) = N(t)e " — A(t)e " = [N (1) — A(t)]le™".

yp est solution de (E) < 3/1,7 + 1y, = 4e’
& V) - ADJe ! + A" = de!
= N(t)e ' =4e
& N(t) =4e*

On peut prendre A(t) = 2e?'. Ainsi, la fonction Yp it 2e?te™t = 2e! est une solution particu-
liere de (E).

Pour avoir la forme générale des solutions, il reste a faire la somme de la solution de I’équation
homogene et de la solution particuliere

Su(R) = {t —» \e™™ + 2¢', A € R}

3. Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre & coefficients constants avec second
membre. On commence par résoudre ’équation homogene

(Eu) = ¥y —3y=0

Donc Sy = {t € R — e, ) € R}.
On applique le principe de superposition pour déterminer une solution particuliere.

e On cherche une solution particuliere de (E1) : 3 — 3y = e’ sous la forme y,(t) = \(t)e*.

On a donc Vi € R, y/,(t) = N (t)e™ + 3X\(t)e = [\(t) + 3N (t)]e™.

yp est solution de (E) &y, — 3y, = el
& [N(t) +3A(1)]e* —3A(t)e’ =€
s N@t)ed =e
s Nit)=e?
o2t o2t et
On peut prendre A(t) = — Ainsi, la fonction y, : ¢ — _—egt =5 est une solution
particuliere de (E}).
e y, = —1 est une solution particuliere de (E3) : 3y’ — 3y = 3.

t
e
Par le principe de superposition, y,(t) = 3 — 5} est une solution particuliere de (F) sur R.

Finalement,
et
Sp(R) = t»—>/\egt+3—5, AER

4. 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients non constants avec
second membre. On commence par résoudre I’équation homogene

(Eg) : y +tan(t)y =0
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Chapitre 12 : Primitives et équations différentielles linéaires 4

donc Sy = {t € ]0; g { — Aeln(leos®)]) — Acos(t), A€ R} car la fonction cos est positive sur 1.
On cherche ensuite une solution particuliere par variation de la constante sous la forme
T .
yp(t) = A(t) cos(t). On a donc Vt € ]0; 5 {, y,(t) = N'(t) cos(t) — A(t) sin(t)
yp est solution de (E) &y, + tan(t)y, = cos(t)
& N(t)cos(t) — A(t) sin(t) + tan(t)A(t) cos(t) = cos(t)
s Ni=1

On peut prendre A(t) = t. Ainsi, la fonction y, : ¢ — tcos(t) est une solution particuliere de
L’ensemble des solutions de (F) est

S = {t 6}0;2[% Acos(t) + tcos(t), A ER}

2t t2
Y= .
1—1¢2 1 —t2
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre & coefficients non constants avec
second membre. On commence par résoudre I’équation homogene associée

5. On doit commencer par normaliser (E). Vt € I, 1 —t% % 0 donc (E) & ¢ —

2t

Ey) : y — —
(Br) = ¥~ 175

y=20

t
La fonction ¢ ~ In(1 — t?) est une primitive de a : ¢ g Sw I

A
donc Sy = {t €I e (-7 — A E R}.

1=
: : o At) )
Nous cherchons ensuite une solution particuliere sous la forme y,(t) = g par la méthode de
la variation de la constante.
2t t2
yp est solution de (F) < y;, i ah T p
- N () (1 —12) + 2tA(t) 20 At)
(1 — 2)2 1—t242 -1 1—1¢2
e Nt) =t
t3
La fonction y,(t) = 30-0) est une solution particuliere sur | — 1, 1].
3N+ 13
Finalement, S = tEIH;, AERS.
3(1 —¢2)

Exercice 5 Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1.y — 4y + 4y = sin(t)
On cherchera une solution particuliere sous la forme ¢ — A cos(t) + B sin(t).

2.y — 9y — 6y = e +sin(t)
On applique le principe de superposition et on cherche une solution particuliére de
y" — 1y — 6y = €3 sous la forme ¢ — Ate3' et pour 3’ — ' — 6y = sin(t) sous la forme
t — Acos(t) + Bsin(t).

3.y =3y +4y =622 +1
On cherchera une solution particuliere sous la forme d’un polynéme de degré au plus 2.

Correction
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Chapitre 12 : Primitives et équations différentielles linéaires 5

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants avec second

membre. On commence par résoudre 1’équation sans second membre
(Eg) : y' —4y +4y=0
dont I'équation caractéristique est 22 — 4z + 4 = 0, c’est-a-dire (z — 2)? = 0. Donc,
Sy = {t — (At + B)e*, (A,B) € R2}
On cherche une solution particuliere sous la forme y,(t) = A cos(t) + Bsin(t).

yp est solution de (E) &y, — 4y, + 4y, = sin(t)

& —Acos(t) — Bsin(t) — 4(—Asin(t) + Bcos(t)) + 4(Acos(t) + Bsin(t)) = sin(¢)

< (3A—4B)cos(t) + (3B + 4A)sin(t) = sin(t)

- 3A—-4B =0
3B+4A=1

4 3
A= = et B= >
< 25 © 2%

Finalement,

S— {t s (At + B)e? + 2% sin(t) + % cos(t), (A, B) e RZ}

. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants avec second
membre. On commence par résoudre 1’équation sans second membre

(En) « y'—y —6y=0

dont 'équation caractéristique est 22 — z — 6 = 0, dont le discriminant est A = 1 + 24 = 25.
Donc,

Si = {t— Ae™ + Be™, (4,B) c R}

Nous allons appliquer le principe de superposition pour trouver une solution particuliere.

e On cherche une solution particuliere de (E1) : y”—y'—6y = €3 sous la forme y, (t) = Ate.

yp est solution de (E1) <& y;’ - y; — 6yp = e’

& (6A+9tA — (A+3At) — 6At)e3 = e
& bA=1
1
A=—
< 5

t
La fonction y,(t) = 5e3t est une solution particuliere de (Ej).

e On cherche une solution particuliere de (F3) : 3"’ — ¢y — 6y = sin(t) sous la forme
yp(t) = Acos(t) + Bsin(t).

yp est solution de (Ez) &y, — 1y, — 6y, = sin(t)
& (=B —TA)cos(t) + (A — 7B)sin(t) = sin(t)

—B—-T7TA=0
A-7B=1
1 —7
& A= _—et B=—
50 ° 50
— 1
Donc, yp,(t) = —=sin(t) + — cos(t) est une solution particuliere de (E»).

50 50
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Chapitre 12 : Primitives et équations différentielles linéaires 6

t -7 1
Par le principe de superposition, y,(t) = Se?’t + =0 sin(t)+ 0 cos(t) est une solution particuliere
de (E). Donc,

t . 1
S = {t — Ae ' + Be’t + 5e5t - % sin(t) + =0 cos(t), (A,B) € RQ}

3. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coeflicients constants avec second
membre.
Nous allons d’abord résoudre ’équation homogene associée

(Bn) + " =3y +4y=0
L’équation caractéristique associée est : 2 — 3z 4+ 4 = 0 dont les racines sont
BHIVT L 3-iVT

5 9 = 5 Donc,

SH:{tr—)egg (Acos (ft)—}—Bsin(\ft)) , (A,B)GRQ}

On cherche ensuite une solution paticuliére sous la forme y,(t) = at? + bt* + c.

z1 =

yp solution de (E) <« yg - By;, + 4y, = 6t2 +1
& 2a—3(2at +b) + 4(at® + bt +¢) = 61> + 1

4a = 6
s —6a+4b=0
2a —3b+4c=1
3
a:g
& b= -
4
_1—2a+3b_ 19
“= 4 ~ 16

Donc,

7 7 3, 9, 19
S:{tl—>e32t <Acos <\2[t>—|—Bsin ({t>>+2t2+4t2+16 , (A,B)GR?}
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Chapitre 12 : Primitives et équations différentielles linéaires 7

Exercice 6 Résoudre les équations différentielles suivantes

1.y +y= Tref sur R avec y(0) = 1.
2. y"+y — 2y =1 sur R avec y(0) = ¢'(0) = 0.
3. ¥ =1 sur R avec y(0) = ¢/(0) = 1.
4. y" 4+ 9y = 22 4+ 1 sur R avec y(0) = /(0) = 0.
On cherchera une solution particuliere sous la forme d’un polynéme de degré au plus 2.
Correction

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants. On résout

d’abord I’équation homogene associée
(Bn) Y +y=0

Donc Sy ={t € R+ Xe™!, A€ R}.
On cherche une solution particuliere par variation de la constante : y,(t) = A(t)e

yp est solution de (E) &y, 4y, =

1+ et
1
1\t —t —t _
< N)e "= At)e "+ A(t)e = 1re
t
, e
t) = ——
< N(t) e

On peut prendre A(t) = In(1 + €) et donc y,(¢) = In(1 + e')e~". Donc,
S = {t ER— e " +In(l+e)e ™ Ne R}

Puis, on cherche I"unique fonction telle que y(0) = 1.

y0)=1 < 1=Xe " +In(1+e)e™®
< 1=X+1n(2)
& 1—-In(2) =\

—t

Donc I'unique solution de (E) telle que y(0) =1 est y: t € R — (1 —1In(2))e”! + In(1 + e')e™?

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants avec second

membre. On commence par résoudre ’équation sans second membre
(Br) = y'+y —2y=0
dont I'équation caractéristique est 22 +x —2 =0« (z — 1)(z + 2) = 0. Donc,

Sy = {t cR— Ae' + Be 2, (A,B) € RQ}

W=y est une solution particuliere de (E) donc

1
S = {t €R+— Ae' + Be % — 3 (A,B) € RQ}
On cherche ensuite 'unique solution telle que y(0) = 3/(0) = 0.
1
1 1 B="-
A-2B=0 A=2B A= 3

- . 1, 1 _ 1
Donc, 'unique solution est y : t — ge + ge 3
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Chapitre 12 : Primitives et équations différentielles linéaires 8

2
3. =1=3acRtel que y/(t) =t+a= 3 (a,b) € R? telquey(t)zEJrater.

y<o>=y'<o>=1:»{ =1

a=1
)
Donc 'unique solution est y : ¢ — Bl +t4+1.

4. 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants avec second
membre. On commence par résoudre ’équation sans second membre

(Br) : y"+9y=0
dont I'équation caractéristique est 22 +9 = 0 < (z — 3i)(x + 3i) = 0. Donc,
SH = {t € R — Acos(3t) + Bsin(3t), (A, B) € Rz}
On cherche ensuite une solution particuliere sous la forme y,(t) = at? + bt + c.

yp est solution de (E) < y" +9y=1>+1
& 20+ 9at’ +bt+c)=t"+1

90 =1
& 9% =0
20 +9c =1
1
a:
9
& b=0
1—2a 7
C = = —_—
9 81

Donc
2

S = {t € R — Acos(3t) + Bsin(3t) + % + 811’ (A,B) € ]R2}

On cherche ensuite la solution particuliere telle que y(0) = y'(0) = 0.
7 7

A+B+ — = A=——

S AFBrg =0 81
27

7
D I'uni luti ty:t— —— 3N+ —+ —
onc, 'unique solution est y o1 cos(3t) + 9 + g1

Exercice 7 On cherche & résoudre sur |0; +o0o[ 1’équation suivante
(B) : t% + 4ty — (1> —=2)y =0
1. Pour t € ]0; +oc[, on pose z(t) = t2y(t).
Calculer 2’ et 2.
2. En déduire une équation différentielle linéaire (E’) dont z est solution.

3. Résoudre cette équation (E').

4. En déduire les solutions de I’équation initiale (E).

Correction

1. La fonction z est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R” et
Ve RY, Z(t) = 2ty(t) + 2 ()
vt € RY, (1) 2y(t) + ty ()] + 2ty (t) + t2" (t) = 2" (t) + 4ty (t) + 2y(t)
t*y(t) = (1)
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2. Dong, z est solution de I’équation (E') : y” —y = 0.
3. L’équation caractéristique est 2 — 1 =0 <« (x — 1)(z + 1) = 0. Donc,

S = {t €RY — Ae' + Be™, (A,B) € R2}

2(t
4. On retrouve ensuite une expression pour y en utilisant que Vt € R* | y(t) = 15(2) Do,

Ae! + Be™!
S:{tERiI—)e_:e, (A,B)ERQ}
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