Chapitre 13 : Systemes linéaires
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1 Généralités

1.1 Vocabulaire
~{ Définition 1.

Soit p € N*. Soit (ay,...,a,,b) € RPFL
On appelle équation linéaire a p inconnues a coefficients dans R une équation de la forme

a1x1 + asTe + -+ apTy, =b

,xp) sont les inconnues de I’équation.

Les variables (1, ...

Exemple 2
1. Une droite est I'ensemble des couples (x,y) € R? solution d'une équation de la forme ax + by + ¢ = 0.

Il s’agit d’'une équation linéaire a 2 inconnues.
2. Un plan est I'ensemble des points (z,y, z) € R? solutions d'une équation ax + by + cz + d = 0. C’est une

équation linéaire a 3 inconnues.

~— Définition 3.

Soient (p,n) € (N*)2. On appelle systéme linéaire de n équations & p inconnues & coefficients dans R
un ensemble de n équations linéaires ayant les mémes p inconnues (z1,...,Zp).

a11z1 + a2 + ... + a1pxp, = b1 (L)
DI a1 + Q2T + ... + AipTp = bz (Lz)

An1T1 + Gn2®2 + ... + anpxp = by (Ly)

On parlera aussi de systéme de taille n x p.

Lorsque le second membre (b;)1<i<y est nul, on parle de systéme homogene.

1 +ro+2x3+24=0
2x1 — 3x2 + bx3 — 4wy = 12 est de taille 3 x 4.

Exemple 4 Le systeme X :
2x1 + 3x9 + 223 — 44 = 20

—| Définition 5.

Soient p € N* et n € N*.
Résoudre un systéme linéaire, c’est trouver tous les p—uplets (z1,...,xp) € RP qui vérifient ce sys-

teme.
e Un systeme est dit compatible lorsqu’il admet des solutions.
e Un systéme est dit incompatible lorsque qu’il n’admet aucune solution.

e Un systeme est dit de Cramer lorsqu’il admet une unique solution.

Remarque 6 Un systéme homogene est compatible.

. . . ) 22 -5y+3z2=1 . _
Exemple 7 Soit le systéme suivant : { 5243y — 2 =0 Ici,n=..etp=..
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Résoudre ce systéme revient a rechercher le point d’intersection de 2 plans.
L’existence des solutions est liée a la position relative de ces plans.

a112 + a1y = by

Exemple 8 Prenons le cas ou n = 3 est quelconque et p = 2 : 21T + a2y = by
a317 + azay = b3

1.2 Meéthode par substitution

On T'utilise lorsque le systéme est de petite taille.

[Methode 1 (Résolution par substitution).j

Soit (n,p) € (N*)2. Soit ¥ un systéme linéaire de taille n x p.

1. On utilise une des équations pour exprimer une des inconnues en fonction des autres.

2. On remplace cette inconnue dans les n — 1 équation suivantes.
On a alors un systémes de taille (n — 1) x (p — 1).

3. On réitere le processus. A la fin,

(a) Soit il y a une inconnue et plusieurs équations.
Si les équations sont indépendantes, alors il n’y a pas de solution.

(b) Soit il y a une équation.

Certaines inconnues sont donc des parametres et on exprime toutes les autres en fonction

de celles-ci.

r+y+z=1
Exemple 9 Résoudre le systeme § z—2y+2z=2 .
r+y—2=3

2 Systémes échelonnés équivalents

2.1 Opérations élémentaires et systémes équivalents
Définition 10.

Soit (n,p) € (N*)2. Soit ¥ un systéme linéaire de taille n x p.
On appelle Ly, . ..., L, les lignes de ce systéme.
Soit (i,j) € [1,n]?. soit A € R%.

On appelle opérations élémentaires sur les lignes de ¥ les trois opérations suivantes :

1. Echange de deux lignes : L; «— L;
La ligne L; est échangée avec la ligne L;.

2. Multiplication d’une ligne par un scalaire : L; +— \L;
La ligne L; est multipliée par une constante non nulle .

3. Combinaison linéaire de deux lignes : L; +— L; + AL;.
On ajoute a la ligne L; la ligne L; multipliée par A.
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~ Définition 11. N

Soit (n,p) € (N*)2. Soient X et ¥/ deux systémes de taille n x p.
On dit que ces systémes sont des systemes équivalents lorsqu’une suite finie d’opérations élémentaires
permet de passer de ¥ a X',

\. J

~— Théoréme 12. N

Deux systémes équivalents ont le méme ensemble de solutions.

Remarque 13 Pour résoudre un systéme, on cherchera donc un systéme qui lui est équivalent et qui est facile
a résoudre.

Exemple 14 On utilise 'opération 3 puis 'opération 2 pour résoudre le systéme suivant.

-1
20—y = — —y=— —y=— B
T—y 2 2z —y 2 2z —y 2 x 5
dr+3y =1 rL,cL,—20, | By=5 Loeir, | ¥y=1 Ly 3(Li+Ls) -1

,—[Methode 2 (Résolution par opérations élémentaires).} |

Soit (n,p) € (N*)2. Soit ¥ un systéme de taille n x p.

1. On effectue des opérations élémentaires sur le systéme X jusqu’a obtenir un systéme équivalent
plus simple.

2. On résout ce systéme équivalent.

3. On en déduit les solutions de X.

2.2 Systemes échelonnées

~ Définition 15. N

Soit (n,p) € (N*)2. On dit quun systéme de taille n x p est échelonné par ligne lorsque :

1. Si une ligne a un membre de gauche nul alors toutes les lignes suivantes aussi.

2. Sinon, l'indice de I'inconnue portant le premier coefficient non nul a partir de la gauche croit
strictement.

Le systeme a une structure « triangulaire ».

a1,1T1  +ai12r2 a1 3r3 = b
a22T2  +az3rz =by
a33r3 =bs

3x+by—z=4
Exemple 16 Résoudre le systéme suivant : < y+ 2z =2
z =
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Définition 17.

Soit (n,p) € (N*)2. Soit ¥ un systéme linéaire de taille n x p échelonné.
1. On appelle pivot le premier coefficient non nul dans chaque ligne.

. Les inconnues associées a ces pivots sont les inconnues principales.

2
3. Les autres inconnues sont les inconnues secondaires.
4

. Le nombre de pivot est le rang du systeme.

Remarque 18 Lors de la résolution du systéme, on exprimera les inconnues principales en fonction des incon-
nues secondaires.

3r+5y—z=4

Exemple 19 Résoudre le systeéme suivant { R ,

1. Les pivots sont 3 et 1.
2. Les inconnues principales sont x et z.

3. La seule inconnue secondaire est y.

2.3 Meéthode du pivot de Gauss : systeme échelonné équivalent

e Objectif : Déterminer, par une suite d’opérations élémentaires, un systéme échelonné équivalent au
systéme a résoudre.

—y 42t = 1
e Principe : Soit le systeme ¥ : ¢ 22 +3y —z -3t = 3 .
dr +4y —2z +3t = -4

(a) On choisit un coefficient non nul dans la premiére colonne, appelé pivot : le 2 en position (2,1).

(b) Par un échange de ligne, on place ce pivot en position (1,1) dans le systéme.

-y +2t = 1 20 3y —2 -3t = 3
2¢ +3y —2 -3t = 3 & -y +2t = 1
dr +4y —z +3t = —4 PO 4 44y -2 43t = —4

(c) A Taide d’opérations L; «— L; + AL;, on met des 0 sous le pivot dans la premiére colonne.

2z +3y —z -3t = 3 2z 3y —=z =3t = 3
—y +2t = 1 PN —y +2t = 1
dr +dy —z +3t = —4 "tleTh —2y +z -3t = -10

(d) On applique de nouveau les étapes précédentes pour le sous-systéme obtenu en oubliant la ligne 1 et
la colonne 1.

2 +3y —z -3t = 3 2x +3y —z -3t = 3
-y +2t = 1 & -y +2t = 1
—2y 4z -3t = —10 "l +z Tt = —12
(e) On exprime les inconnues principales en fonctions des inconnues secondaires.
Ici, le rang vaut 3 et ¢ est une inconnue secondaire.
2x —|—3y —z =3t = r = w =92t —3
tz =Tt = —12 LlHLlfgLs z = Tt—12

(f) On peut ensuite résoudre le systéme

S={(2t-3,2t—1,7t—12,t), t € R}

S. Freyssinet BCPST 1.1 2023—2024



2.4 Ensemble des solutions d’un systeme linéaire

~ Définition 20. N

Soit (n,p) € (N*)2. Soit ¥ un systéme linéaire de taille n x p.
On appelle rang du systeme le rang de tout systéeme échelonné équivalent a X.

\. J

~ Théoréme 21. N

Un systeme linéaire a zéro, une seule ou une infinité de solutions.
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