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1 Ensembles des matrices et opérations

1.1 Définitions et notations
~{ Définition 1. \

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

On appelle matrice de taille n x p a coefficients dans R un tableau a n lignes et p colonnes formé
d’éléments de R.

mi1 ce My e Map
M = m;q cee Mgy e Myp
mMp1 .. Mpy .. Mpp

On note également M = (m; j)i<i<n.
1<j<p

On note M, ,(R) I’ensemble des matrices de taille n x p & coefficients dans R.

Exemple 2
11 2
1. A= <2 9 3> S Mg,g(R)
1 1
2.B=[2 2] € M32(R).
3 3

—| Définition 3. N

Soit (n,p) € (N*)2.
On note 0, ;, la matrice de taille n x p dont tous les coefficients sont nuls.

\

~ Définition 4. N

Soient (n,p) € (N*)2. Soit A € M, ,(R).

1. Si p=1, on dit que A est une matrice colonne.

ai
az
_A =
a;
an
2. Sin =1, on dit que A est une matrice ligne.
A= (a1 as ... a; ... ap)
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1.2 Matrices carrées

~— Définition 5.

Soient (n,p) € (N*)2. Soit A € M, ,(R).
Lorsque n = p, on dit que A est une matrice carré.

an aij
A=|an Qij
an1 Un j

\.

On note M,,(R) l'ensemble des matrices de taille n x n & coefficients dans R.

Q1n

Anpn

~— Définition 6.

Soit n € N*. Soit A € M, (R).

aq 0
A= 0 as
0

On dit que A est une matrice diagonale lorsque ses coefficients en dehors de la diagonale sont nuls.

V(i,j) € [L,n]?, j #i= ay =0

1 00
Exemple 7 La matrice A= |0 2 0] est une matrice diagonale.
0 00
1 0 ... 0
Exemple 8 Pour n € N* la matrice I,, = 0 1 est la matrice identité de taille n.
_ 0
0 0 1
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~— Définition 9.

Soit n € N*. Soit A € M,,(R).

1. On dit que A est une matrice triangulaire supérieure lorsque ses coefficients en dessous de la
diagonale sont nuls.

ail a2 A1n
0 ag9
A =
Do i
0 ... 0 apn

V(i,j) € [1,n]? j<i=a; =0

2. On dit que A est une matrice triangulaire inférieure lorsque ses coefficients au dessus de la
diagonale sont nuls.

aiq 0 0
a1 @G22

A =
a;1 . . 0
an1 s Gnpn—1 OGnn

V(i,j) € [1,n]? j>i=>a;; =0

Exemple 10 La matrice A = <g ? 1) est aussi triangulaire supérieure.

1.3 Addition de matrices et multiplication par un scalaire
~— Définition 11.

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

Soient A = (a; j)1<i<n € My p(R) et B = (bij)1<i<n € My p(R).
1<j<p 1<j<p

On appelle somme de A et de B la matrice notée A 4+ B et définie par

a1 +b11 ... ayj +b1j 0,1p+b1p
A—|—B= aﬂ—i—bﬂ aij—i—bl—j aip—i—bip
an1 +bp1 . Gnj by . GnpFbnp

112y, (01 0y (122
E"m‘—pleu<2 2 3)+<2 0 3)‘(4 2 6)
~—{ Théoréme 13.

Soit (n,p) € N2 non nuls.
1. V(A,B) € M, ,(R)>, A+ B=B+ A.
2. V(A4,B,C) € M, ,(R)3, (A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C.
3. VAe My ,(R), A+0,,=0,, +A=A
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~ Définition 14.

Soit (n,p) € N? non nuls.

1<j<p

Soient A = (ai j)1<i<n € My p(R) et X € R.

Aaqq
AN = /\aﬂ

)\anl

)\alj

/\aij

)\an]’

On appelle multiplication de A par A la matrice notée A\A et définie par

)\alp

)\aip

Alnp

1 2 3 3 6
Exemple 153(2 3 5>_<6 9

9
15

~ Théoréme 16.

1. VA € M, ,(R), ¥(

A
2. VA € M, »(R), V(A

) ERZ (A + p)A = AA + pA.
1) € R%, A(pd) = (Aw)A.
3. V(A, B) € My ,(R)%, VA € R, N(A+ B) = AA + AB.

1.4 Produit matriciel

~— Définition 17.

a1 . Q1j
a1 ce Qi
(0775 R Anj

La définition de AB est donc

A1p

Soient n, p et ¢ trois entiers naturels non nuls.
Soient A € M,, ,(R) et B € M, ,(R).

bll

On appelle produit de A par B la matrice notée A x B, ou AB, définie par
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1 2
Exemple 18 On souhaite calculer le produit L1z x |13 4
- 2 2 3 5 6
Le produit est une matrice de taille 2 x 2.
1 2 1 2
3 4 o ltiplie ct li 3 4
5 6 n multiplie chaque ligne 5 6
11 2 L) dveechaauecolomne oy g g 1+3+10 244412
2 2 3 2 2 3 24+6+15 44+8+18

Ut W =

2
4
6

, o1 1 2
Dou(2 23>

3
Remarque 19 Le produit 5| x (1 1 28) n’est pas défini car le nombre de colonnes de la premiere
7

(14 18
—\23 30
1
3
s 2 5

(ST NN )

matrice est différent du nombre de ligne de la deuxiéme.

Théoreme 20.

Soit (n,p,q,r) € N* tous non nuls.
1. VA e M, ,(R), VB € M, 4(R), VA€ R, (M) x B=A x (AB) = AAB.
2. VAe M, ,(R), VB e M, ,R), VD € M, (R), Ax (BD) = (AB) x D.
3. Y(A, B) € M, ,(R)?, VD € M,, ,(R), (A+ B) x D=AD + BD.
4. VD € M, ,(R), Y(A,B) € M,, ,(R)?>, D x (A+ B) = DA+ DB.

Remarque 21 La multiplication matricielle n’est pas commutative.
Méme lorsque les produits A x B et B x A sont bien définis, ils ne sont pas de la méme taille ou ils ne sont pas

toujours égaux.

S MQ(R).

[z UV
DD =N

1 2
11 2 11 2

3 4 ><(2 9 3)€M3(R)alorsque <2 5 3)x

5 6

12y (11 _ (5 1) L1 (1 2y_(4 6

3 4 2 5) 7 11 o3) oAU g 5 3 4) " \17 24)

Exemple 22 Calculer (8 g) X <(2) 8) Que remarquez-vous ?

DO

1.5 Ecriture matricielle d’un systeme

3z 4+ Ty =2
20 +y =38

3 7 2 x
PosonsA—(2 1)’B_<8) etX—<y).Alorb,
3z +Ty=2 3 7 z\ _ (2
{2x+y—8 < (2 1)X<y>_<8)

Exemple 23 Soit le systéme X : d’inconnues (z,y) € R2.
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~ Définition 24. N

Soient (p,n) € (N*)2. Soit le systéme

aney + aprs + - 4 a1y, = b1 (L)
> @11 + Q2T + -+ + AipTp = bz (Lz)

An1T1 + Ana®2 + -+ AnpTp = by (Ly)

On appelle matrice associée a ce systeme la matrice dont les coefficients sont ceux du systeme

ail ce 14 e A1p
A= ;1 e Q4 N Aip
[07%% Qpj ... Anp
by 71
ba T2
En notant B=| . | et X = | . | la matrice inconnue, le systeme X s’écrit AX = B.
bp Tp

\. J

~— Définition 25. N

Soit (n,p) € N? non nuls. Soit 4 € M, ,(R).
On peut lui associer le systeme AX = 0.

On appelle rang de A le rang du systéme associé & A.

1.6 Puissances de matrices carrées

~ Théoréme 26. )

Soit n € N*.
1. Le produit de deux matrices carrées de taille n est une matrice carrée de taille n.
2. VA e M,(R), AL, =1,A = A.
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~ Théoréme 27.

Soit n € N*. Soit A € M,,(R) une matrice diagonale.

aq 0 0
A= 0 as
0
0 0 ay,
Alors, pour k € N,
ai 0 0
Ak _ 0 a’IQC
0
0 0 aF

\

~ Définition 28.

Soit n € N*. Soit (4, B) € M,,(R)%.
On dit que A et B commutent lorsque AB = BA.

\

,—(Théoréme 29 (Binome de Newton).}

Soit n € N*. Soit (4, B) € M,,(R)? tel que AB = BA.
1. Vk €N, (AB)k = AkB*.

k
2. VE€N, (A+ B)f = <’;> A*BFE,
(=0

Exemple 30 Calculer les différentes puissances de A =

OO =
o~ O
==

1.7 Transposition d’'une matrice

~| Définition 31.

Soit (n,p) € N2 non nuls.
Soit A = (ai,j)1gi§n € M p(R).

1<j<p

On appelle transposée de la matrice A la matrice notée AT (ou tA) et définie par

aix ... Qi1 ... Qpl
T _
At = | ay; ... Qj; o Gpi | € Mp’n(R)
aip ... Qjp ... Qpp

Les lignes de A deviennent les colonnes de AT et les colonnes de A deviennent les lignes de AT
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1 1

Exemple 32 Soit A = (2 9

2 T _
3>. Alors A =

NN — =
W NN

~— Théoréme 33. N

Soit (n,p,q) € N? non nuls.
1. VA e M, ,(R), (AT)T = A.
2. V(A,B) € My, ,(R)?, V(\, u) € R%, (AA+ uB)T = X\AT + uBT.
3. VA e M, ,(R), VB € M, (R), (AB)T = BTAT.

\ J

~ Définition 34. N

Soit n € N* et soit A € M, (R).
On dit que A est une matrice symétrique lorsque A7 = A.

On note S, (R) ensemble des matrices symétriques

Exemple 35
1 01
1. A=[0 0 O] est une matrice symétrique.
1 0 1

2. La somme de deux matrices symétriques est une matrice symétrique.
3. Le produit de deux symétriques qui commute est une matrice symétrique.
2 Matrices carrées inversibles
2.1 Définitions et propriétés
~— Définition 36. \

Soit n € N*. Soit A € M,,(R).
On dit que A est inversible dans M,, (R) lorsqu’il existe une matrice B € M,,(R) telle que

AB=BA=1,

B est linverse de A. On la note A~ L.

Exemple 37
1. La matrice identité I,, est inversible dans M, (R) et I, ! = I,,.

2. La matrice nulle 0,, n’est pas inversible dans M, (R).

3. Montrer que A = <(1) g) est inversible.
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Théoreme 38.

Soit n € N*. Soit (4, B) € M,,(R)? inversibles.
1. A7! est inversible et (A71)"1 = A.
2. AT est inversible et (A7)~ = (A~H)T.
3. AB est inversible et (AB)™! = B7tAL

Remarque 39 La somme de deux matrices inversibles n’est pas toujours une matrice inversible.

2.2 Inversibilité d’une matrice carrée de taille 2

Théoréme 40.

Soit A — <Z“ 2) € Ms(R).

La matrice A est inversible dans Ms(R) si, et seulement si, ad — be # 0.

Dans ce cas,
1 d -=b
A7l =
ad — be (C a )

cos() —sin(6)

Exemple 41 Pour 6 un réel, la matrice Ag = (sin(&) cos(8) ) est-elle inversible dans Mo (R) ?

Si oui, quel est son inverse 7
2.3 Recherche de I'inverse d’une matrice carrée par la méthode du pivot

Pour calculer I'inverse d’une matrice inversible, on écrit cette matrice a c6té de la matrice identité.

10 2 100
A=|[2 1 1| etI,={0 1 0
0 1 00 1

2
Puis, on applique des opérations sur les lignes de A pour obtenir a gauche la matrice I5.

1 0 2 1 0 0
= 01 -3 = -2 1 0
Lo+Lo—2L4 0 1 2 Lo+Lo—2L,4 0 0 1
1 0 2 1 0 O
= 01 =3 -2 1 0
L3<—L3z—Lo 0 0 5 L3<Ls—Lo 2 _1 1
0 2 1 0 O
= 01 =3 = -2 1 0
Laei \0 0 1 Lyegt \ 2 2L 1
1 0 2 1 0 O
= 010 -5 3 2
Lo+ Lo+3L3 0 0 1 Lo<+L2+3L3 2 =1 i
5 5 5
100 5 B 3
7O T
A = 01 0 = 4 2
Li<+L;1—2L3 00 1 Li<-L1—2L3 2 =1 i
5 5 5
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1
Donc, A=t = 5 -4 2 3

2.4 Résolution de systemes

Théoréme 42.

Soit n € N*. Soit A € M,,(R). Soit B € M, 1(R).
Si la matrice A est inversible alors le systéme AX = B admet une unique solution X = A~'B.
Le systeme est donc de Cramer.

. - . N 2 =
Exemple 43 Résoudre, en utilisant les matrices, le systéeme { xﬂf_—Fyy 9
rt+z=a
Exemple 44 Soit (a,b,c) € R3. Résoudre le systéme systéme { —x + 2 =10
y—z=c

Théoréeme 45.

Soit n € N*. Soit A € M,,(R).
Si, pour toute matrice colonne B € M,, 1(R), le systeme AX = B admet une unique solution alors
la matrice A est inversible et on peut déterminer A~! en résolvant le systéme.

Exemple 46 Déterminer l'inverse de A =

[eoll RN
_ = O
N =N
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