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Exercice 1 - Calculs.

1. () Soit & € R}. —1 < sin() < 1. Done, — < 228 < 1
X x€X 33
. -1 . o : . sin(z)
Or, lim — = lim — = 0. Par le théoréme d’encadrement, | lim —0
T ¥ roteo T T—+00 x

; 3
(b) Soit z € RY. ve” —2” + 3 = ze” (1_x+).

er xe®

Or, par croissance comparée, lim — =0et lim ze® = +oo.
z—+oo e® T—+00

Donc, par quotient, somme puis produit, | lim (ze® —2® +3) = +oo |
T—r+00

2. (a) |Z|:\/7—2\/7dOHCZ—2—2 —2f<f_ f)-DOIIC, 222\/§e_i% i
1—1i \/>e 4 _in Bim

b = =e 2.Donc,| z=e 2
() 1+i 2e' T

3. Soit x € R.
. . 2
ell‘ + e 1T
) ()

B (e _ 2e1te—n" +e—21’1‘> (e2ix + 2eime—im +e—2im>

sin?(z) cos?(z)

4

21:v — 24+ e—21w> <e2iw + 24 e—2i:v>
4

e41:E + 2e21r 4 eZimef2ix o 2e2iz —4— 2672im + e72ime2ix 4 2e72ix 4 e74i:v
—16

efl” e 4T —2 1 — cos(4x)

—16 8

1 — cos(4x)

Donc, | sin?(z) cos?(z) = 3

Exercice 2 - Fonction tangente hyperbolique.

1. VxeR, e*>0et e ®>0donce” +e* > 0. ’ Donc th est définie sur R ‘

2. th est définie sur R. o
-z _ o—(—x —T _ o (o _ a—x
VY € R, th(—z) = © © _ ¢ _ (e —e77)
e = +e7(7fv) e 7T 4 et et +e <

= —th(x).

centre de symétrie.

Donc th est impaire | On en déduit que sa courbe représentative admet le point O (origine du repére) pour

3. th est le quotient de deux fonctions dérivables sur R, le dénominateur ne s’annulant pas, donc th est dérivable

sur R.
VreR, th'(z) = (e"+e )(e" + 67'“‘6) - (ef —eT)(e" —e®)
(e* +e~7)2
(e e ®)E— (¥ —e )2
= (em +€_m)2
_ e +2+ e~ — (323” -2+ 6—2.%)
= (ex +€7I)2
/ 4
Donc Vz € R, th'(z) = ———— |
(em + e—r)2




4. Limite en 400 :
61(1 _ 672x) _ 1— 6721

Vr € R, th(z) = = .
* (z) e?(1+e27) 14e 2
Or lim e 2* =0 donc par somme et quotient des limites, | lim th(z) =1 |
T—+00 T—+00

On en déduit que la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale & la courbe en +oo |.

Limite en —o0 :

Puisque la fonction th est impaire, on déduit de la limite précédente que | lim th(z) = —1
r——00
et que | la droite d’équation y = —1 est asymptote horizontale & la courbe en —oco |.

5. Nous avons calculé la dérivée de th a la question 3. D’aprés Pexpression obtenue, Vo € R, th’(z) > 0 donc
la fonction th est strictement croissante sur R. On résume les résultats obtenus dans le tableau de variations

suivant :
T —00 +00
th' () +
1
th ya
-1
On constate d’aprés ce tableau de variations que Vo € R, —1 < th(z) < 1, donc .
6. D’apres le tableau de variations précédent, | th(R) =] — 1,1] |

7. Puisque th est dérivable sur R, sa courbe représentative admet une tangente en tout point. En particulier,
la tangente au point d’abscisse z = 0 a pour équation y = th(0) + th’'(0)z. Puisque th(0) = 0 et th'(0) =

4
———— — 1, on en déduit ’équation de la tangente au point d’abscisse z = 0 : H
(e9 4 €0)2 ’ d & P

8. On déduit de notre étude ’allure de la courbe représentative de th :

3,,
y=zx
2,,
y=1
_____________ B PP £
y = th(x)
-4 -3 -2 -1 1 3 4 5
-t S P P R P N S
y=-1
_2,,
_3,,

9. D’aprés notre étude, la fonction th est continue (car dérivable), strictement croissante sur R, donc, d’aprés
le théoréme de la bijection, elle réalise une bijection de R sur son image th(R) =] — 1,1].
On pose I =R, J =] - 1,1].

10. Soit yo €] — 1, 1] fixé quelconque.
Reésolvons I’équation suivante, d’inconnue = € R :

eT _ 7 B
er+e T Yo
e —e T =yo(e® +e ) care®+e ¥ >0
(1 — yo)e‘” = (1 + yo)efm
(1 —yo)e* = (1 +yo) (on a multiplié par e” > 0)
1
e = +y0(*) car 1 —yo#0
Yo

2

th(z) = yo

I




1
Or yo €] —1,1[donc 1 +yp > 0 et 1 —yy > 0, donclJriy0
— Y

rithme (I’équation obtenue est équivalente a I’équation (*) car pour revenir en arriére, on applique la fonction
exponentielle)). D’ou :

> 0. On peut donc appliquer la fonction loga-

1
th(z) =yo <= 2= ( —|—y0>
. 11* Yo
e gt (W
2 1——y0
- . 1 1+yo T L L.
Donc 'unique antécédent de yy par th est 3 In 1 . On en déduit 'application réciproque de th :
— %
I-1,1] - R
1 1+y
= —In|—=
i 2" (1 - y)

Exercice 3 - Informatique.
1.

1

def suite(n):
u=1#4%# c’est u_0
for i in range(n):
u = u*x*x2+1
return u

Deux solutions possibles :

La premiére est la moins cotteuse en opérations. On fait la somme au fur et & mesure que ’on calcule les termes
successifs de la suite. On obtient cette fonction en modifiant légérement la fonction suite de la question précédente
(on rajoute le calcul de la variable s) :

def somme(n):
u=14%# c’est u_0

s = u # somme du premier terme uniquement
for i in range(n):

u = u**x2+1

s = s +u

return s

La deuxiéme fonction proposée dans ce corrigé utilise la fonction suite de la question précédente. Elle est beau-
coup plus cotiteuse en opérations que la premiére car pour chaque calcul des uy, on recalcule tous les termes de
la suite entre ug et uy.

def somme(n):

s =0

for i in range(n+1):
u = suite(i) # On utilise la fonction de la question precedente
s =s +u

return s

Exercice 4 - Applications.

Soient F, F', G trois ensembles et soient des applications f: E — Fet g: F — G.

1. L’ensemble d’arrivée de f est I’ensemble de départ de g, donc | application g o f est bien définie |

2. On suppose que g o f est injective et que f est surjective.

Montrons que g est injective (c’est a dire que V(z,2’) € F?, g(z) = g(2') = x = 2/).

Soient (z,z) € F? fixés quelconques tels que g(z) = g(z') (¥).

x € Fet f: E— F est surjective, donc il existe t € F tel que f(t) = x.

De méme, 2’ € F et f: E — F est surjective, donc il existe ' € E tel que f(t') = '

A partir de I’égalité (*), on obtient donc g(f(t)) = g(f(t')), c’est a dire go f(t) = go f(t'). Or go f est injective.
On en déduit t = t'. D’out f(t) = f(t'), c’est & dire z = 2'.

On en déduit que g est injective |.




3. On suppose que g o f est surjective et que g est injective.
Montrons que f est surjective (c’est a dire : Vy € F, Jz € E: f(z) = y).
Soit y € F fixé quelconque. On peut lui appliquer g : F — G (car y € F, ensemble de départ de g).
Donc g(y) € G, et G est ensemble d’arrivée de go f. Or go f : E — G est surjective. Donc il existe z € E tel que
g9(y) = go f(x). Ainsi, g(y) = g(f(x)). Or g est injective, donc on en déduit y = f(x).

On en déduit que f est surjective |

Probléme - Complexes

1. Remarquons que z = 0 n’est pas solution. Soit z € C* fixé quelconque. 11 existe 8 € [0, 27[ tel que z = |z|e®’.

P =1 = (|25 =1,

= |27 = 1%,
2> =1
3k € 7, 50 = 2k
|z| = 1(car |z] € Ry)
3k € Z, 50 = 2%k,

2] =1
2%k
ez, 0= T”k € [0,4] car 0 € [0, 2n].

L’ensemble des solutions est donc : {e¥ | k€ o, 4]]} .

2. Résolution de (E).

(a) (i+1)°=(2i)°#0et (i—1i)° =0°=0. Ainsi, | i n’est pas solution de (E) |

(b) Soit z € C. Puisque i n’est pas racine de (F), on peut supposer z # i. Ainsi, | (z —4)° # 0 | Donc en
divisant I’équation (E) par (z —i)°, on obtient une équation équivalente & (E). Ainsi, pour tout z € C,

(2 44)° = (2 — i) (z+i>5:1.

zZ—1

(¢) Soit z € C. D’aprés la question 1,

G+ = (2 —1) <Z+i>5—1,

z—1
<~ 3Jke]0,4]: IR
zZ—1
Ainsi,

» est solution de (E) <= il existe k € [0,4] tel que — +f 2ikn
2

i
(d) Posons k = 0. L’équation précédente devient : i = 1. Puisque z # i, elle est équivalente & z+i = z—1, ou
i

encore i = —i, qui n’est vérifié pour aucune valeur de z complexe. Ainsi, ’ Pour k = 0, I’équation n’a pas de solution.

2k
(e) Soit k € [1,4] fixé. Posons § = ?ﬂ Avec la méthode de factorisation par I’angle moitié, on trouve alors
avec les formules d’Euler

. 0 [ _s0 0
1—1—6%9 _ ets (e g —‘re’z) _ 2 cos (g) :iCOS (g)
Lo i (emih o f)  2isin(3) sin(3)
2ikm km
DOHC, Lt e2ijc7\' = IC-OS (k5 )
1—e 5" sin (E£)




(f) Soit z € C fixé.

(2+i)5:(z—i)5 — er[[074]]/ii—;:e¥
= er[[1,4]]/z+;:e¥
z — o
— E|k€[[1,4]]/z+i:'(z—i)e% |
= Tk e[L,4]/(1—e )z =—i(l+e"5")
1+e™5"
— The[l4):=—iLFe )
(1-e™F)
(%)
COS ?
Jk =
= € 1,4]/= (kw)
S ?

Ainsi, Pensemble des solutions de (F) est :

(5)
COSs ?
j, ke [[1,4ﬂ
m |\ —

5




