Chapitre 14 : Correction 1

Exercice 1 On définit les matrices suivantes

1 2 -1 Lo 3 -1
A:232,B:<21>, =10 2|,
00 0

D:(l 2 —1),E:<g>

1. Parmi les matrices, lesquelles peut-on multiplier 7 Donner la taille des produits puis les calcu-
ler.
Correction On peut former les produits suivants :

(e) ExDGM;:;(]R)etExD:(?) 0 _3>

-1 3 00 O
(a) AC € M32(R) et AC = *02 3 (f) DC € Mis(R) et DC = (-1 3)
9
(b) DA€ ML?,(R) et DA = (5 8 —5) (g) CE e M3,1(R) tCE=10
1 5 12
(¢c) CB € /\/1372(]1@) etCB=14 2 5 4
4 8 (h) B? € Mys(R) et B2 = (4 5)
(d) BE € My, (R) et BE = <3> 5 8 -5
6 (i) A2e M33(R) et A2=[8 13 —8
0 0 O
2. Donner leur transposée.
Correction
1 2 0
AT=12 3 0 ,BT:G f),CT:(_?’lg;l),
-1 -2 0
1
pT=| 2 |, ET=(3 0
—1

Exercice 2 Pour z € R, on pose A(x) = (Z?j((g ;222;?)

1. Pour (z,y) € R?, calculer A(x)A(y).
2. Soit (z,n) € R x N. Déterminer (A(z))".

Correction
1. Soit (z,y) € R2.

o)
B sin(y)  cos(y
A@Al) = cos(x) —sin(x) cos(z)cos(y) — sin(x)sin(y) —cos(x)sin(y) — sin(z)cos(y)
sin(z)  cos(z) cos(z)sin(y) + sin(x)cos(y) —sin(x)sin(y) + cos(z)cos(y)
_ [cos(z+y) —sin(z+y)
sin(zx +vy) cos(z +y)
Ax)Aly) = Alz+y)
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Chapitre 14 : Correction 2

2. On va démontrer par récurrence que Yk € N, Vo € R, (A(z))* = A(kz).
Posons pour k € N, P(k) : "Vx € R, (A(2))* = A(kx)"

Initialisation : Pour k =0 et x € R, A(2)" = I et A(0z) = A(0) = (Z?;(((()))) ;Zg;g?) =1

donc P(0) est vraie.
Hérédité : Supposons qu'il existe un entier k& € N pour lequel P(k) est vrai.
Soit x € R.

(A@)™' = (A(2)" x A(z)
= A(kz) x A(z) par 'hypotheése de récurrence
= A(kz + x) par la question 1
= A((k+1)x)

Conclusion : On a donc démontré que Yk € N, Vo € R, (A(z))* = A(kz).

Exercice 3 Soit (a,b) € R?. Calculer les puissances des matrices suivantes :
111 1 10
A:(Z 2),3:(11 é),cz 01 1|, D=0 11
0 01 0 01

Correction

1. Pour les puissances de A, on va calculer les premiéres puissances et conjecturer une formule.
a 0 a 0
b a b a
a 0 a’> 0 ad 0
b a 2ab  a? 3a’b a®
A A? A3
ak 0
ka*='b aF

Initialisation : Pour k£ = 1, on trouve bien a droite la définition de A donc P(1) est vraie.
Hérédité : Supposons qu’il existe un entier k € N* pour lequel la formule est vraie.

On propose donc de montrer que Vk € N* : AF =

a 0
b a
k k+1
k+1 k o a O a 0
AT = AT xAd = <kak1b ak> (k;akb + baF a“l)

- aFt+1 0
“\(k+1Dd*b aFt!

Conclusion : La formule proposée est vraie.

2. Pour les puissances de B, on fait la méme chose.

@@&%&%

B B2 B3

On remarque alors que B? = —I5. On en déduit que : B* = —B, B> = —B? et BS = I,.
Puis, B" = B, ...
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Chapitre 14 : Correction 3

La forme de la puissance va donc dépendre du reste dans la division euclidienne de k par 6.
Vk e N, 3!(¢,r) € N x [0,5] tel que k = 6L+ r.

10
0 1) pour k = 64

1 1
1 0) pour k =64+ 1

0

1 1 pour k = 64 + 2

Bk

0 —1 pour k =64+ 3

—1
1 o ) pour k=60+4
0 -1
1 1

) pour k =64+ 5

3. Pour la matrice C', on va appliquer le binéme de Newton. On sépare C sous la forme C' = Is+ N
0 1 1
. Les matrices N et I3 commutent donc on peut appliquer le binome de

k
k
VEEN, C* = (I +N)F =3 (ﬁ) NIEt
=0

Nous avons remplacé le calcul des puissances de C' par celui des puissances de N. Toutefois, ces
dernieres sont beaucoup plus faciles a calculer.

o O O
R I
OO O O oo
ZOOOOOP—‘
OO = O =
OO O OO o
ZOOOOOP—‘
O OO O

1
0
0
N
La somme précédente s’arréte donc a l'indice £ = 2.

k k k k(k—1
VkeN, C* = <>N0+<>N+<2>N2zlg+kN+( )N2

0 1 2

100 001 1\ gy (001 g MEED
= [0 Lo +k[0o 0 1]+=—=]00 0|=|g ;

00 1 000 000/ \yo

4. Pour la matrice D, nous également appliquer le binome de Newton. On sépare D sous la forme
010
C=I3+MouM=1|[0 0 1].Les matrices M et Is commutent donc on peut appliquer le

0 00
bindme de Newton :

k
k
VkeN, D" = (I3 + M)" =) <Z>MZI§_£
=0
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Chapitre 14 : Correction 4

Nous avons remplacé le calcul des puissances de D par celui des puissances de M. Toutefois, ces
dernieres sont beaucoup plus faciles a calculer.

010 010
0 0 1 0 01
0 00 0 00
010 0 01 0 00
0 01 0 00 0 00
0 00 0 00 0 00
M M? M3

La somme précédente s’arréte donc a 'indice ¢ = 2.

—1
VkeN, DF = <k>M0< +(§>M 13+l<:M+k(k2)M2
1 0 0 010 00 1 1kk(k2_1)
:010+k001+ 00 0[=1y i
00 1 000 00 0 0 0 1

Exercice 4 Soit n € N*.

1. Soit A € M,(R) telle que A? + 24 — 31, = 0.
Déterminer A3 et A%

2. Soit A € My(R). Montrer que (Iy — A)(Iy + A+ A% + A3) = [ — A%
3. Soit A € M3(K).

(a) Quelle est la taille des matrices AT, ATA et AAT?

(b) Quels sont les coefficients sur la diagonale de AAT ?

(c) Montrer que les matrices AT A et AAT sont symétriques.

Correction
1. A2424-31,=0< A%2 =3I, — 2A
Donc, A3 = A.A? =34+ 2A%2 =3A — 61, +4A = —61,, + TA.
De méme, A* = A3 A = —6A+ TA? = —6A + 211, — 14A = 211,, — 20A.

2. On développe par distributivité.
(I — AL+ A+ A2+ A3 =1, + A+ A2+ +A3 —A— A2 A3 A =1, - A

3. (a) La matrice AT est de taille 2 x 3. Donc, AT A est de une matrice carrée de taille 2
La matrice A.A” est une matrice carrée de taille 3.

(b) Soit i € [1,2].

2

2
(A7), = > (A Ari = Y ai,
’ k=1

k=1
Soit ¢ € [1, 3].
(A.AT)” =3 (A)in AL Zalk
’ k=1

(c) (ATA)T = AT (AT)T = AT A donc AT A est symétrique.
(A.AT)T = (ATYT AT = A.AT donc A.A”T est aussi symétrique.
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Chapitre 14 : Correction 5

Exercice 5 Calculer, lorsque c’est possible, I'inverse des matrices suivantes

01 00

1 1 3
-1 1 1 i 0 010
= (1) m=( ) o=z ) o= {0 0 0
1 0 0 O

Correction
1. Pour les matrices de taille 2x 2, on sait que la valeur du déterminant est un critére d’inversibilité.

1 _
det(A) = —-1x1—-2x1=—-3#0 donc A est inversible et A"l = —3 (_12 _i)

2. Pour les matrices de taille 2 x 2, on sait que la valeur du déterminant est un critere d’inversibilité.
2\—-i 1

3. Pour les matrices de taille 3 x 3, on applique la méthode du pivot de Gauss-Jordan.

1 _
det(B) =1x1—1ixi=2%#0donc B est inversible et B~! = = ( ! 1>.

113 100
2 1 0flet |0 1 0
11 1 00 1
1 1 3 1 00
= 0 -1 —6| e | -2 1
Leclo=2la {0 0 0 1
1 1 3 1 00
o7 |0 L 6 et |21
3T\ 0 -2 -1 0 1
11 3 1 0 0
L |0 6 et |2 1
X720 0 -2 -1 0
1 3 1 0 0
= (01 6fetl=]2 -1 0
Ly—=5 \ 0 1 0
113 1 0 0
L 7 |0 0fet (-1 -1 3
SR V(] 1 oo F
110 > 0 3
- 1 0]et|-1 -1 3
A 0 1 oo
10 0 11 32
L7 |00 et [ -1 -13
B V() 1 oo F
1 _
1o, o3
2 2
Donc A est inversibleet A=1 = | -1 -1 3
1 -1
_ 0 _
2 2
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Chapitre 14 : Correction 6

4. Pour les matrices 4 x 4, on applique aussi l'algorithme de Gauss-Jordan.

01 00 10 00
0010 ot I1 — 0100
000 1 Y100 10
10 00 0 00 1
10 0 0 0 001
N 01 00 ot 10 00
L1+ Ly« L3« Lo 0 O 1 0 O 1 0 O
0 001 0010
0 0 01
1 0 00
. L —1 _
donc D est inversible et D™ = 010 0
0010
Exercice 6 Avec un polynéme annulateur
1 0 1
1. Posons A= [—1 0 2 |.Montrer que A% — 3A + 3I3 = 03. En déduire que A est inversible
0 1 -1
et la valeur de son inverse.
3 2 -1
2. Posons B = |1 —1 1 |. Montrer que B? — 3B? + B — 5I3 = 03. En déduire que B est
2 -2 1
inversible et la valeur de son inverse.
Correction
1. On calcule A? puis A3.
1 0 1 1 0 1
-1 0 2 -1 0 2
0O 1 -1 0 1 -1
1 0 1 1 1 0 0o 0 3
-1 0 2 -1 2 =3 -3 -3 6
0 1 -1 -1 -1 3 0 3 -6
On calcule A3 — 34 + 315.
0o 0 3 1 0 1 100 0 00
A3 —3A+43=|-3 -3 6 |—-3|-1 0 2 |+3[0 1 0]=[000|=03
0 3 -6 0 1 —1 0 01 0 00

et on trouve bien la relation souhaitée.

A3 —3A+43=0 & A*—-34=-3I
—1
= ?A:;‘FA:I‘Q)

1
& A X (—§A2—|—13) =13

1
Donc A est inversible et A~ = I3 — §A2.
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Chapitre 14 : Correction 7

2. On calcule B2 et B? et on trouve la relation souhaitée.

B>-3B>4+ B—-5I3;=03 < B>-3B?>+ B=>5I;

1 3 1
& Bx(-B*~ZB+ -I3) =1
X(5 5 +5 3) =13
1 3 1
"B’ B+ -L)xB=I
(5B —5B+5h)x 3
. . 4, 15 3 1
Donc B est inversible et B :gB _3B+3I3'
. . . (1 2 (-1 5 0
Exercice 7 Soient les matrices A = (3 4> et B = (_3 1 _2>.

1. On veut résoudre I’équation AX = B d’inconnues X. Quelle est la taille de la matrice X 7
Déterminer les solutions X.

2. On veut résoudre 1’équation YA = B d’inconnues Y. Quelle est la taille de la matrice Y 7
Déterminer les solutions Y.

Correction

1. Pour pouvoir faire le produit AX, il faut que la matrice X ait 2 lignes. Pour résoudre AX = B,
il faut que le produit AX soit de la méme taille que la matrice B donc il faut que AX ait 3
colonnes : X € Mo 3(R).

0 4 2

2. Pour pouvoir faire le produit Y A, il faut que Y ait 2 colonnes. Pour résoudre YA = B, il faut
que le produit Y A soit de la méme taille que B. Or, dans ce cas, le produit YA a 2 colonnes, ce
qui est incompatible avec YA = B.

Cette équation matricielle n’a aucune solution.

det(A) = —5 — 1 # 0 donc A est inversible et AX = B X = A"!B = (‘2 2 _4>

Exercice 8 Résoudre les systemes suivants :

r+3y—z=-1 —y—z=1
1) 20 +5y+2=0 2)¢ dr+3y+1lz = -2
3r+2z=3 20 —y+42z=1
Correction
T 1 3 -1 -1
1. On va passer par I’écriture matricielle. Posons X = |y |, A=12 5 1 |etB=1] 0
z 3 0 2 3

Le systéme est équivalent & AX = B. Si la matrice A est inversible alors ce systéme a une unique
solution : X = A~!'B.
On va appliquer l'algorithme de Gauss-Jordan a A.

1 3 -1 1 00
A=12 5 1 |etlz3=]|0 1 0
3 0 0 01

w
[an}
\V]

(e}
|
—
w
@
[l
|
[\
)
(e}

=
L3« L3—3L1

o
|
©
ot

1 3 -1 1 00
= 0 -1 3 |e |-2 10
L2<—L2—2L1 O
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1 3 -1 10 0
i 0 1 -3]e |2 =10
20 -9 5 -3 0 1
1 3 -1 1 0 0
Lo Dor 01 -3]et |2 —-10
btz \g o —22 15 -9 1
1 3 -1 1 0 0
= 0 1 —3] et 2 -1 0
L= \0 0 1 _27125 292 %21
1 3 -1 10 0
= 01 0|et |5 = 5
Lo+ Lo+3L3 “15 9 9
00 1 22 22 22
7 9 —1
b iole (3 E B
. ?+L 01 0fet |5 %% %
1< La+L3 —15 9 —1
001 2 2 .
1 —6 8
Lo (5 F g
= 01 0 et | 5 5 3
L14L1—3Ls 2 % 23
001 2 2w .
1 1 -6 8
Donc A est inversible et A1 = 72 -1 5 -3
-1 9 -1
7
I
Le systéme a donc une unique solution X = A™'B = g (on retrouve le résultat du chapitre
11
12).
T 0 -1 -1 1
2.0npose X=|y|],A=[4 3 11 ]etB=|-2
z 2 -1 4 1
On applique algorithme de Gauss-Jordan & A.
0 -1 -1 100
A=14 3 11| etlsg=1]0 1 0
2 -1 4 0 01
2 -1 4 0 0 1
; :>L 4 3 11| e |O 1 O
0 -1 -1 100
2 -1 4 0 0 1
. L:> - 0 5 3 |e |0 1 =2
S NV B T | 10 0
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Chapitre 14 : Correction 9

2 —1 4 00 1
= |0 1 2 ]et |0 3 2
Ly~ \0 —1 -1 1 0 0
2 -1 4 00 1
0 1 2 |e |0 L =2
L« La+Lo 5 P2
0 0 L5 5

2 -1 4 0 0 1
= 0 1 Ofet |2 1 1
Lacla=5ls \o 0 1 ERE N
2 -1 0 —-10 2 =3
= 0 1 0fe | 2 L+ 1L
L1+ Li—A4Ls 22 0
0 0 1 5 =5 1
—17 5 —14
200 = 2 15
= 01 0]et | 5 5 2
R 2 Z i
-17 5 -7
R
= 0 1 0] et 2 5 2
L2 R -
1 2 0 O 1 T 7 ].
-17 5 =1
1 1 15
Donc A est inversible et A~ = % % %
55 4
2 7z !
5
4
Le systéme a donc une unique solution X = A~'B = 5
—1
2

Exercice 9 Soient (up)nen et (vn)nen deux suites définies par

1 1
up=1,v0=2, Vn € N, upy1 = §(2un +vp) et vpy1 = g(un + 2uvy,)

n

1. On pose, pour n € N, X, = <Z“> Proposer une matrice A telle que Vn € N, X, 1 = AX,.
2. En déduire, pour n € N, X, en fonction de A, de n et de Xj.

11
1 1). Calculer les puissances successives de N.

4. En déduire les puissances successives de A.

3. On pose N = (

5. En déduire I'expression de u,, et de v,, en fonction de n.
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Chapitre 14 : Correction 10

Correction

1. On peut réécrire la définition des deux suites sous forme matricielle :

vn - N7 (U’I’L-‘y-l) B 3 <1 2) g <Un>

' 1
La matrice A est donc définie par A = 3 (? ;)

2. On peut appliquer la formule précédente a 'indice n puis a l'indice n — 1, ..., jusqu’a I'indice 0

pour obtenir
Un Un—1 Un—2 Vo

3.
11 11 11
11 11 11
11 2 2 4 4 8 8
(11)22 4 4 8 8
N N? N3 N4

. On conjecture que Yk € N*, N¥ = 28I N On démontre ce résultat par récurrence.
I: Pour k=1, 281 =20 =1 donc P(1) est vraie.

H : Soit k£ € N* tel que P(k) soit vraie.
Nk = NF N = 281NN = 2k-IN2 = 2k=1 2V = 2k N donc P(k + 1) est vraie.

C Vk e N*, NF =2k 1N,

4. On va appliquer le binéme de Newton a A = I, + N car les matrices I et N commutent.

k k k
k k k
k k {rk—{ /-1 /-1
Vk e N, A¥ = (I + N) —E <£>NI2 —IQ+£E:1<€>2 N—Ing(E <£>2 )N

=0 =1
k k k
k\ge—1 1 k\ge 1 K\ )_1 k
Or,VkeN,;<£>2 _2;@)2_2(;(5)2 L) =5@ 1),
= = =0
Finalement,
1 1+-(3k-1) 1(3’6—1)
VkeN,Ak:IQ+§(3k—1)N: 12

5. On revient alors a la formule de la question 2.

<“”> A <1> _ (M %(3n -1 %(3" -0 (1) [ g(?ﬂ —1)
2 1 1 5

Ainsi:VnEN,unzl—i-g@”—l) et vn:2+g(3”—1).

2 0 -1 1 1 0
Exercice 10 Soit A= —4 0 2 et P=| -2 -2 1
0 0 1 0 1 0
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10 -1
1. Vérifier que P est inversible, d’inverse P! = 0 0 1
21 0
2. Déterminer la matrice D = P~1AP, puis déterminer D" pour tout n € N*.
3. Exprimer A en fonction de D, P, P!, puis A" en fonction de D, P, P~! et n.
4. En déduire une expression de A™ en fonction de n.
5. On considere les suites (), (yn) et (z,) définies par la donnée de leurs premiers termes, res-
pectivement zq, yo et 2o, et de la relation de récurrence :
T+l = 2%y — Zp Ty
Vn € N, Yn+1 = —4y, + 22, etonpose :VneN, X, =] yn
Zp+1 = Zn Zn
(a) Pour tout n € N, déterminer une relation entre X, 1, X,, et A.
(b) En déduire, pour tout n € N, X, en fonction de A, n et Xj.
(¢) En déduire, pour tout n € N, x,, y, et z, en fonction de n, g, yo et 2o.
Correction

1. On va appliquer 'algorithme du pivot de Gauss.

1 1 0 100
P=|1-2 -2 1] el3=|0 1 0
0 1 0 0 0 1
11 1 00
& 0 0 1]e |2 10
e VS B 00 1
110 1 00
e 01 0le |O O 1
“\0 0 1 2 10
100 10 -1
L1<_<L:Z_L2 01 Ofe |O O 1
0 0 1 2 1
1 0 -1
Donc P est inversibleet P71 = 0 0 1
21 0
2.
2 0 -1 1 1 0
-4 0 2 -2 -2 1
0 0 1 0 1 0
1 0 -1 2 0 -2 2 00
0 0 1 0 0 1 0 10
2 1 0 0 000
2 00
Donc, D=0 1 0
0 00
2" 0 0
La matrice D est diagonale donc Vn e N, D" = | 0 1 0
0 00
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3. D=P'AP < PD = AP < PDP~ ! = A.
On montre par récurrence que Vn € N, A" = PD"P~1,

I Pour n =0, A’ = Iy et PD°P~! = P.P~1 = I3 donc P(0) est vraie.
H Soit n € N tel que P(n) soit vraie.
A"l = A" A = (PD"P~Y)(PDP') = PD"(P'P)DP~' = PD".DP~! = pp"tip~!

donc P(n + 1) est vraie.
C VneN, A" = pD"P~ 1,

4. Soit n € N
2" 0 0 1 0 —1
0 1 0 0 0 1
0 0 O 2 1 0
1 1 0 2" 1 0 2" 0o 1-2"
-2 -2 1 —2ntl 9 0 ontl g ontl 2
0 1 0 0 1 0 0 0 1
2" 0o 1-2"
Donc, A" = | —2n+1 (o 2ntl 9
0 0 1
5. (a) Vn e N, X411 = AX,.
(b) On en déduit que Vn € N, X,, = A" X.
(c) Soit n € N.
Zo
Yo
20
2" 0o 1-2" 2"xo + (1 —2")z
_2n+1 0 2n+1 -9 _2n+1x0 4 (2n+1 _ 2)20
0 0 1 20

Donc, Vn € N, x, = 2"x¢ + (1 — 2") 20, yp = —2" g + (27T — 2)29 et 2, = 2.
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