Chapitre 13 : Systemes linéaires 1

Exercice 1 Résoudre les systemes suivants :
r + vy + 2z = 4

1. 2c — y + 3z = 3
r —y + 2z =0
Correction
r + y + 2z = 4 r + y + 2z = 4
2x—y+32:3LL2L - 3y — = =5
T — Yy + =z 0 2T T — y + z = 0
r + y + 2z = 4
. L - 3y — z = =5
ST - 2y - z = —4
r + Yy + 2z = 4
- 3y — z = =5
L3(73L3 2L2
— = -2
r = 4—y—2z
z—25
= Yy = 3
z = 2

Donc le systeme est de rang 3. C’est un systeme de Cramer et S = {(—1,1,2)}.

T+3y—z=-1
2. 20 +b5y+2=0

3z +2z2=3
Correction
r+3y—z=-1 r4+3y—z=-1
20 +5y+2=0 . E:)QL —y+3z2=2
3r+2:=3 2Tl 3p 422, =3
r4+3y—z=-1
L ?SL Ty +3z=2
s e —9y+52 =6
r+3y—z=-1
L f)gL Ty +3z=2
S —227 = —12
r = z—3y—1
y = 3z2-—2
= L E
11
Donc le syste t d 3, de C t S (7 4 6)
n m ran ramer = —, | ¢
onc le systeme est de rang 3, de Cramer e SEREREEI
20 +y =2
3. rz+2y=1
z+y=1
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Chapitre 13 : Systemes linéaires 2
Correction
2r +y =2 %a:—i—y: r=1
r+2y=1 & —y = S y=0
$+y:1 L2<_L2_1L1 §+ _ 0=0
2 y=
Donc le systéme est de rang 2, de Cramer et S = {(1,0)}.
4 r—y+2z=1
' 4z =3
Correction Le systeme est échelonné de rang 2.
r=14+y—2z 1
o — e — x:y_ —
r—y+2z=1 o N %
4Z = 3 Z = - z = —
4 4
. . 1 3
Donc le systeme est compatible et S =< [y — o Y, 1 ,y € R5.
3x+2y+2=5
5. dr+4y+32=3
0T +2y+52=3
Correction
3r+2y+2=>5 3r+2y+2=>5
dr +4y+ 32 =3 . 3(L:> AL 4y 4+ 5z = —11
5r+2y+5z=3 2T | sp42y+5:=3
3r+2y+2=95
. ? . 4y + 5z = —11
se3ka TSl 1102 = 16
3x+2y+2=5
. ? . 4y + 5z = —11
aehathe 152 = —27
_9—2y—z 13
—113— ¥ —51
< I
_-2r_ 29
155
13 -1 -9
Le systeme est de rang 3, de Cramer et S = {(5, 5 5) }
20+ 2y —z=-1
6. 44y + 2= -2
r—2y—2z=1
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Correction

20+ 2y —z=-1 r+4y+z=-2
r4+4y+z=-2 L(:>L 20+ 2y —z=—1
r—2y—2z=1 i r—2y—2z=1
r+4y+z= -2

. z:> . —6y —32=3

bemzh r—2y—22=1

x4y +z= -2

. (L:> . —6y —32=3

s —6y—32=3

x4y +z= -2

. <L:> . —6y —32=3

3¢ L3—L2 0=0

—z—1
Le systéme est donc de rang 2, compatible et .S = {(z, 22 , 2),2 € R}.

Exercice 2 Déterminer, selon les valeurs de a € R, le nombre de solutions du systéme suivant

ar+3y =1
3z +ay=1

Correction On détermine un systéeme échelonné équivalent.
11
e Sia =0, le systéme est de Cramer et S = {(3, 3> }
e Sia#0,

ar+3y =1 ar+3y =1 ar+3y =1
At 9 a—3 2
3r4ay =1 [yer,-2L, (a—g)yz 9= Lydaly | (@*—=9)y=a—3

e Siag=3,

ar +3y =1 {x 13y
-
0

{3x+ay:1 -0 3

1-3
Le systéme est compatible et S = {( 3 y,y) }

e Sia= -3,

ar+3y =1 Y 1—3y
3r+ay =1 0 — 76a
Le systeme est incompatible et S = &.
Sia # 3 et a# —3, on peut diviser par (a — 3)(a + 3) et

1—3y
xr =
ar+3y =1 a
~
3x + ay = 1 L2<_a2179L2 1
y_a+3

1 1
Le systeme est de Cramer et S = {(, ) }
a+3 a+3
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Chapitre 13 : Systemes linéaires

r+y—z=1
2. r+2y+az=2
20 +ay+22=3

Correction On détermine un systéme échelonné équivalent.

r+y—z=1 r+y—z=1
r+2y+az=2 & y+(a+1)z=1
Lo+Lo—1L1
20 +ay+ 22 =3 20 +ay+ 22 =3
r+y—z=1
& 1)z=1
Ls<+L3—211 y+(a+ )Z

(a—2)y+4z=1
. R , , 11
e Sia =2, le systéme est échelonné de rang 3 et S = {(1, T 4)}
e Si a # 2, on continue 'algorithme de Gauss.
r+y—z=1 r+y—z=1
y+(a+1)z=1 L y+(a+1)z=1
(a—2)y+4z=1 Ferlsm(am2)le (6+a—a*)z=3—-a

Or, 6 —a—a? = —(a— 3)(a +2) donc

r+y—z=1
e Si a = 3, le systéme initial est équivalent a y+4z=1.
0=0
Le systeme est de rang 2 et S = {(5z,1 — 4z, 2),z € R}.
r+y—z=1
e Sia= —2, le systeme initial est équivalent a y—zz=1.
0=5

Le systéme est incompatible et S = @.

1 1
Si 2 3 -2, 1 te td 3et §S= 1, —— .
e Sia+#2 a+#3,a# —2,lesystéeme est de rang 3 e {(’a+2’a+2>}

Exercice 3 Résoudre les systémes suivants
r—y+z—t=1
r+y—z—t=-1
r+y+z—1t=0
rT—y—z2+t=2

-1 1
ti =<1, —,=,1])%.
Correction S {(, 53 )}

r—2y+z—-3t=1
2e+y—z+t=-1

t—1 3z2—-7t-3
CorrectionS—{<z+5 , i 3 ,z,t),(z,t)eRQ}
THy+z+t=1
3. Soit meRfixé. ¢ 20 —y+2z—t=0
r—3y—2t=m

Correction S = {(—-3 —2m +2t,—m — 1,5+ 3m — 3t,t), t € R}
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Chapitre 13 : Systemes linéaires 5

R? — R?
('l"vy) = ($+y,l' - y)
Montrer que f est bijective de R? dans R2.

Exercice 4 Soit f: {

Correction Soit (a,b) € R? fixé quelconque.

a—>b
B r+y=a y=a—ux V="
f(x’y)_(a’b)ﬁ{x—y:b ﬁ{Qm:a—i—b < :U:a—i-b
2
R? — R?
Le systéme est de Cramer donc f est bijective de R? dans R? et f~!: (a,b) > <a—|—b a—b)
’ 2 7 2

Exercice 5 Soit u la fonction de R? dans R* définie par
\V/(.'E,y,Z) € RS? U(l’,y,Z) = (—JI +y,.73 - Y, —x +Z7 -y + Z)

Est-ce que u est bijective de R3 dans R*?

Correction Soit (a, b, c,d) € R,

—r+y=a
_ r—y==» _
f(x,y,z)—(a,b,c,d)@ —rx+z=c =a=-b
—y+z=d

Donc, (1,1,0,0) n’a pas d’antécédent par f. Donc, f n’est pas bijective de R3 dans R*.
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