Chapitre 16 : Géométrie dans R’
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Dans tout le chapitre, on notera £ ’espace muni d’un repere orthonormal.

1 Vecteurs de I’espace R?

1.1 Vecteurs et points de R?

~— Définition 1.

On appelle vecteur de R? un triplet (z,y, z) de R?.

Pour représenter les points de ’espace &, on utilise le repere (O, ‘,f, E) ou
e O est origine du repere,

i est le vecteur (1,0,0)

7 est le vecteur (0,1,0)
k est le vecteur (0,0, 1)

—
A tout point M de Pespace, on associe le vecteur u tel que OM = .

s
A tout @ un vecteur de R3, on associe un unique point M tel que OM = .

3
f: { EH—;\;‘ est une bijection de R dans €.

Soient A(x4,ya,24) et B(zp,ynB,zp) deux points de l’espace .

On définit le vecteur zﬁ comme 'unique vecteur de R? tel que zﬁ = (TB —TA,YB — YA, 2B — 24A).

1.2 Opérations sur les vecteurs

~— Définition 2.

Soient U = (z1,y1,21) et v = (72,2, 22) deux vecteurs de R3. Soit A € R.

\.

1. On définit le vecteur u + v comme 'unique vecteur de coordonnées (x1 + x2,y1 + yo2, 21 + 22).

—
2. On définit le vecteur A.u comme 'unique vecteur de coordonnées (A.x1, A.y1, A.21) .

,—[Théoréme 3 (Relation de Chasles).}

Soient A, B et C trois points de I’espace.

AC = 4B + BC

1.3 Colinéarité et coplanarité

Définition 4.

Soient @ et ¥ deux vecteurs de R3. On dit que @ et ¥ sont colinéaires lorsque

Z=0,7=0o0u3\eR tel que & = \7.
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Remarque 5 On peut reformuler la définition en

I (o, B) €R?, (a, B) # (0,0) tel que i+ BV = ﬁ

On dit qu’il forme une famille liée.

~—| Définition 6.

Soient @, ¥ et @ trois vecteurs de R3. On dit que @ , ¥ et 10 sont coplanaires lorsque

3 (v B,7) € R, (@, 8,7) # (0,0,0) tel que il + 5T + v = 0.

Exemple 7 Soient A(1,0,1), B(2,1,2), C(1,1,3) et D(0,0,2). Ces points sont-ils coplanaires ?

1.4 Produit scalaire

~| Définition 8.

réel :

\

Soient @ = (x,y,2) et ¥ = (z',9,2") deux vecteurs de R®. On appelle produit scalaire de i et ¥ le

0.7 =xx’ +yy + 27

~—| Définition 9.

Soient % et ¥ deux vecteurs de R2. On dit que # et ¥ sont orthogonaux lorsque #@.7 = 0.

1.5 Norme euclidienne

~| Définition 10.

Soit @ = (z,y, z) € R3. On appelle norme euclidienne de 4 le réel :

On dit que le vecteur @ est unitaire lorsque ||| = 1.

\.

||| = V2 = /a2 + y? + 22.

~ Théoréme 11.

Soit @ un vecteur de R3 et soit A € R. On a :
L [|Adl] = |A] ||all,
2. Jjl] >0,
3. ||@]|=0=a=0.

\

,—(Théoréme 12 (Inégalité triangulaire).}

Soient @ et ¥ deux vecteurs de R2.
L |[@ + ]| < [la]| + |19]],
2. ||lall - |191l] < ll@ - al.
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,—[Théoréme 13 (Théoreme de Pythagore).} |
Soient @ et ¥ deux vecteurs de R3.
i et ¥ sont orthogonaux si, et seulement si, ||i@ + @]|? = ||| + ||7]|>.

,—[Théoréme 14 (Inégalité de Cauchy-Schwarz, admis).} |

Soient @ et ¥ deux vecteurs de R3.
L |a.g) < [lal| x [|9]].

2. On a égalité si, et seulement si, les vecteurs @ et ¥ sont colinéaires.

1.6 Bases orthonormeées

~— Définition 15. \
Soit (@, ¥, W) € (R3)”.

e On appelle base de R? une famille de trois vecteurs de R? non coplanaires.

e On parle de base orthogonale lorsque les vecteurs sont orthogonaux deux a deux.

e On parle de base orthonormée lorsque les vecteurs sont orthogonaux deux a deux et unitaires.

0)

T2

—
S

2 2 2
\/—,0>, = (\/7_7 —\/—_,0) et & = (1,0,0). La famille (@, ¥, W) est-elle une

Exemple 16 Soient u = 5

base orthonormée de R3 ?

2 Droites et plans dans 1’espace

2.1 Droites de ’espace

~—| Définition 17. N

Soit A un point de R3 et soit 2 un vecteur non nul de R3.
On appelle droite passant par A et de vecteur directeur U tous les points M de R3 tel que

AM et 7 soient colinéaires.

D={MeR/HER, m:m}
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~ Théoréme 18. N

Soit (Q,ﬁ,@,ﬁg) un repére de R3.
Soit A(#4,y4,24) un point de R3 et soit @ = (o, 8,7) un vecteur non nul de R3.
Soit D la droite passant par A et de vecteur directeur .

r=1xp+ta
M(z,y,2) e D& FHeER, y=ya+itp
z2=2z4+1y

C’est la représentation paramétrique de la droite D.

2.2 Plans de I’espace

~| Définition 19. N

Soit A un point de R3 et soit (7, 7) une base de R3, c’est-a-dire des vecteurs non colinéaires.
On définit le plan passant par A et de vecteurs directeurs U et U tous les points M de R? tel que

—
AM, U et U soient coplanaires.

\ J

~ Théoréme 20. N

Soit A(za,ya,24) un point de R? et soit (7 = (al,ﬂl,')/l),? = (awg, B2,72)) une base de R3.
Soit P le plan passant par A et de vecteurs directeurs o et /.

T =x4+tag +tas
M(z,y,2) €P & At,t) ER®, § y=ya+tb +1'f
z = ZA""t"Yl +t/’}/2

C’est la représentation paramétrique du plan P.

Exemple 21 Soient A(1,0,2), B(0,—1,3) et C(1,2,3). Déterminer un systéme d’équations paramétriques du
plan passant par A, B et C.

2.3 Intersection de plans

Définition 22.

Soit P un plan et (@, ¥) des vecteurs directeurs de P.
On appelle vecteur normal au plan P tout vecteur orthogonal a @ et a v.

Exemple 23 Déterminer une équation cartésienne du plan passant par A(—1,2,1) et de vecteur normal
ﬁ
n = (1,3,-2).

Exemple 24 Soit P le plan de l'espace passant par B(1,2,0) et de vecteurs directeurs (1,0,1) et ¥(—1,1,2).
Déterminer une équation cartésienne de P.

Définition 25.

On dit que deux plans P et P’ sont orthogonaux s’ils admettent des vecteurs normaux orthogonaux.
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Remarque : SiP:ax+by+cz+d=0et P :ad'z+by+c2+d =0,
P et P’ sont orthogonaux si, et seulement si, aa’ + bb’ + cc’ = 0.

Exemple 26 Déterminer une équation cartésienne d’un plan orthogonal au plan P : 2z —y + 2z + 1 = 0 passant
par A(1,1,1). Un tel plan est-il unique ?

~| Définition 27. N

On dit que deux plans de ’espace sont paralleles s’ils admettent des vecteurs normaux colinéaires.
En d’autres termes, deux plans sont paralleles s’ils ont un vecteur normal commun.

\. J

~ Théoréme 28. N

L’intersection de deux plans P et P’ de 'espace est :

1. Soit un plan (P = P’). Dans ce cas, on dit que P et P’ sont confondus (en particulier, ils sont
paralléles).

2. Soit une droite. Dans ce cas, on dit que P et P’ sont sécants (leurs vecteurs normaux sont non
colinéaires).

3. Soit I’ensemble vide. Dans ce cas, on dit que P et P’ sont paralleles distincts.

Exemple 29

1. Déterminer l'intersection des plans P et P’ définispar P:x —2y+2+1=0et P’ : 20 +y—2—-3 =0.
Préciser, si c’est une droite, un point et un vecteur directeur et en déduire un systeme d’équation para-
métrique.

2. Soit D la droite de I’espace passant par A(1,2,0) et de vecteur directeur (1, 1,1). Déterminer un systéme
d’équations cartésiennes de D.

2.4 Projection orthogonale
~{ Définition 30. N

Soit @ un vecteur non nul de R3. Soit P un plan de vecteur normal 77.
Soit M un point de l'espace £.
On appelle projeté orthogonal de M sur P I'unique point H de &£ tel que

HeP
M ﬁ et 7 sont colinéaires

Exemple 31 Déterminer le projeté orthogonal de A(0,1,—2) sur P:z4+y+2z—1=0.

Définition 32.

Soient M un point de ’espace et P un plan de I'espace. Soit H le projeté orthogonal de M sur P.
On appelle distance de 4 & P la distance AH. On la note d(A,P).
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