Chapitre 18 — Suites réelles 1

Exercice 1 Etudier la monotonie des suites proposées.

1.
2.
3.

ug=1et Vn € N, unH:l—{-ui.

ug=1et Vn € N, upr1 = 1+ tp.
ug € Ret Vn € N, upq1 = e — 1.
On pourra utiliser la fonction g : x +— e* — 1 — .

Correction Pour étudier la monotonie d’une suite u, on peut s’intéresser au signe de u,11 — u, pour
n € N.

1.

Vn €N, Upi1 —Up = u2 — up + 1.
On étudie alors le polynome P = X? — X + 1. Son discriminant est négatif donc ce polynéme ne
s’annule jamais sur R. De plus, P(0) = 1 donc P > 0. Finalement,

Vn € N, un+1—un:u%—un+1>0<:>un+1>un

La suite u est strictement croissante.

On doit d’abord montrer que la suite est bien définie.
On montre par récurrence que Vn € N, u,, > 0.
On pourra donc toujours appliquer la formule de récurrence donc la suite u est bien définie.

Pour la monotonie, on fait également une récurrence en posant Vn € N, P(n) : "u,11 > uy,”.
e La propriété est vraie au rang 0.

e Supposons qu’il existe un rang n > 0 tel que P(n) soit vraie.

Unp+1 — Un

un+2_un+1:\/1+un+1_\/1+un:\/1+U+1+\/1+u H%RO
n n

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.
La suite u est donc décroissante.

Il n’y a pas de probléeme de définition puisque la fonction exponentielle est définie sur R.

Pour la monotonie, on s’intéresse a la fonction g(z) = €* — 1 — x définie sur R. La fonction g est
dérivable sur R et Vo € R, ¢'(z) = e — 1.

La fonction ¢’ est dérivable sur R et Vo € R, ¢"(z) = €.

On va pouvoir en déduire du signe de ¢” le signe de ¢'.

T —00 0 +0o0
g'(x) | 0 + + +00
—+00
J@ | o=

-1

Puis on en déduit le signe de g sur R.
x —00 0 —+00
g | -1 — 0 + +00
+00 400

0
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Chapitre 18 — Suites réelles 2

Ainsi, Vn € N, g(uy,) > 0 donc up4+1 > uy,. La suite u est croissante.

Exercice 2 Etudier la nature des suites proposées.

on _ gn L |

1. Vn e N -2 2 4. V/n €N, u, = —

n 7un 2n_|_3n " ICZZ:I\/E

cos(n)

2. VnEN,un:n+1 5. VnGN*,un:Ln:JpouraGR.
n!

3.*Vn6N,un=n7 G.VnEN,un:MpouraeR*.

a
Correction
1.
dmeN w23 3G oD w1 ()1

La suite ((%)n)n
convergente.
Par opération sur les limites,

oy converge vers 0. Par somme et quotient de suites convergentes, la suite u est

lim wu, = —1.
n—-+o00

VneN, —1 <cos(n) <1

Vn € N, 1 < cos(n) <

n—+1

Les suites < — ) et ( > sont deux suites convergentes et de méme limite 0.
n+1/pen n+1/en

Par le théoreme d’encadrement, la suite u est convergente et lir_{l Uy = 0.
n—-+00
3.
n! I1Xx2x..Xxn 1 2 n—1
VvneN, uy, = —=—"¥82Z+#/¥¥“=—X—X..X x 1
n" nXnx..xn n o n n
1
< —x1x..x1x1
n
1
Donc, Vne N, 0 <wu, < -—
n
. 1 . .
La suite [ — est une suite convergente de limite 0.
N/ neN
Par le théoreme d’encadrement, la suite u est convergente et liIE Uy = 0.
n——+0o0

4. On va minorer la suite par une suite qui diverge vers +o0.
1

vVn € N, Vk € [1,n], 7

>

Si-

. 1 P
car la fonction x — —= est décroissante sur R. Donc,

Jr
n 1 n

La suite (y/n)nen diverge vers +oo. Par le théoréeme de minoration, la suite u diverge vers +o0.
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Chapitre 18 — Suites réelles 3

5.
VneN, VaeR, na—1 < |na] <na
na — 1 lna] _ na
< < —
n n n
1 na
VneN, VaeR, a—— < uSa
n n
. 1 R , .
La suite (a — — converge vers a. Par le théoreme d’encadrement, la suite u converge et
N/ neN
lim wu, = a.
n—-+00
6.
VneN, VaeR, na—1 < [na] <na
na — 1 na na
Sia>0, < [na < —
a a a
na — 1 na na
Sia<0, > [na > —
a a a
a
Les suites (n - ) et (n)pen divergent vers +oc.
N/ neN

Par le théoréme de minoration, quelque soit le signe de a, la suite u diverge vers +oc.

n
Exercice 3 Pour n € N*, on pose H, = Z T C’est la suite harmonique.
k=1

1. Montrer que la suite H est croissante.

1
2. Montrer que Vn € N*, Hy, — H, > —.

2
3. En déduire que la suite n’est pas convergente et que lim H, = +o0.
n—-+o0o
Correction
1. Soit n € N*.
H, H ! >0
n+1 n — n+1°-
La suite H est croissante.
2. Soit n € N*,
2n 1 n 1 2n 1 2n 1 1 1
PSR 2 5 Z 2 5 T
k=1 k=1 k=n-+1 k=nt1 <" n

. 1 ,
car la fonction z — — est décroissante sur Ri.
x

3. Supposons que la suite H converge.
Alors la suite extraite de rangs pairs (Hap,)nen converge vers la méme limite.

Par passage a la limite dans 'inéquation de la question 2, on obtient : 0 > 5

C’est absurde. On en déduit que H ne converge pas.
De plus, comme elle est croissante, elle diverge vers +oo et donc Erf H, = +oc.
n o0
. n (1)
Exercice 4 [*] Pour tout n € N*, on pose S, = Z —
k=1
1. Montrer que les suites (S2,)nen+ €t (S2n+1)nen sont adjacentes.
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2. Que peut-on en conclure ?

Correction

1. On va vérifier les trois points de la définition.

e On étudie la monotonie de (S, .. Soit n € N*.
2n+2 (_1)k 2n (_1)k (_1)2n+2 (_1)2n+1 1 1
An+1) T P2n kzz:l k kg k m+2 | am+l  m+2 2l

Donc, la suite (S2,)nen+ est décroissante.

e On étudie la monotonie de (S2,+1)nen. Soit n € N.

2n+3 (_1)k 2n+1 (_1)k (_1)2n+3 (_1)2n+2 1 1
S - S n = — = f— J—
2(n+1)+1 2n+1 ;;:1 2 ;;:1: L on+3 T on+2 2n+2 2n+43 -

Donc, la suite (S2,41)nen est croissante.

e On étudie la limite de la différence.

2n+1 (_1)k 2n (_1)k (_1)2n+1

HEIEOO(S%H — Sop) = ngﬁloo k; ko 192::1 k on +1 =0

DOHC7 nEIJIrlOO(SQn_H - Sgn) =0.

Les suites (S2p)nen+ €t (S2n+1)nen sont bien adjacentes.

2. On en déduit qu’elles sont convergentes et qu’elles convergent vers la méme limite.
On a du la suite extraite de rangs pairs (S2,,)nen+ et la suite extraite de rangs impairs (S2;,41)neN
qui convergent vers la méme limite.
Donc, la suite (S, )nen+ est convergente.

Exercice 5 Soit la suite (uy)nen définie par

3u, — 1
Up +1°

ug=2et Vvn € N, upyq =

1. Calculer uq, ug et us.
3z —1
x+1
Montrer que 'intervalle [1,2] est stable par f, c’est-a-dire que Yz € [1,2], f(z) € [1,2].

Soit f:x+— . Etudier les variations de f sur R..

Montrer que pour tout entier n € N, u,, existe et 1 < u,, < 2.

Montrer que la suite (up)nen est décroissante.

A

En déduire que la suite est convergente et déterminer sa limite.

Correction

Loy Bw—1_5 ~ Bw-1_4 12 3 37
T w1l 3T w+l 88 200 wpkl 5

2. La fonction f est dérivable sur R} comme quotient de fonctions dérivables avec un dénominateur
2

(x+1)%
Dongc, f est strictement croissante sur R .

12 3  3up—1

qui ne s’annule pas et Vo € Ry, f/(x) =

3. f(l)=1et f(2) = g Or, la fonction f est croissante sur [1,2] donc Vx € [1,2], 1 < f(x) <
Donc, [1,2] est stable par f.

w| ot

4. On raisonne par récurrence. Vn € N, P(n) : u, existe et 1 < u,, < 2.
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Chapitre 18 — Suites réelles 5

I ug existe et up = 2 donc P(0) est vrai.
H Soit n € N tel que P(n) soit vrai.
un # —1 donc f(uy,) existe. Donc, u,41 existe.
De plus, par stabilité, f(u,) € [1,2] donc 1 < up4+1 < 2. Donc, P(n + 1) est vrai.
C Par le principe de récurrence, Vn € N, P(n) : u, existe et 1 < u, < 2.

) 3u, — 1 —u? 4+ 2u, -1 —(u, —1)?
5. Soit 1€ N. tniq — tun = "2y, = _n -
oit n Unt1 = Un = -~ Un 1 ——

Donc, la suite (uy)nen est décroissante.

< 0.

6. La suite est minorée et décroissante. Par le théoreme de la limite monotone, elle converge. Notons
{ sa limite.
La fonction f est continue sur [1,2] donc f(¢) = ¢.
Or, fl) =l =3 —-1=L{l+1)=l=1.
Donc, lim wu, =1.

n—-+00

Exercice 6 Déterminer des équivalents pour les suites proposées
1. Vn €N, u, = 2n%> + 3n — 6.
2. Vn €N, u, = 4n3 + 2n + cos(n)

1
3. Vn e N*, up, =3+ —
n

3 )

5. Vn € N, u, = vn? + 2n + 10.

6. Yn €N, u, = (n? +n+1)3

1) 2024
7. Vn e N* u, = <1+n>

1 n
8. Vn € N*, un:<1+n)

9. Vn € N*, u,, = nsin (22)
n
2
10. Vn € N, un:ln<n2+1>
n-+ 2

()
sin [ —
11. Vn € N*| Uy = —2L

2 n
12. Vn € N*, u, = <1+)
n

Correction

1. u, ~ 2n2
n—-+o0o

2. u, ~ 4nd.

n—-4o00
3. u, ~ 3.
n—-+4o00o
. 3 5 3
4. Vn € N*, un:ﬁ (1+3n> doncunn_;jroo 3

2 10
5.Vn e N, u, =ny/1+—+ — doncu, ~ n.
n n n—+00
6

6. n4+n+1 ~ n?donc, par passage a la puissance, u, ~ nS.
n—-+o0o n—-+00
1

7.1+ — ~ 1 donc, par passage a la puissance, u,, ~ 1.
n n—-+oo n—-4o0o
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10.

11.

12.

Attention, la puissance n’est pas constante donc la régle précédente ne s’applique pas.
1

Soit n € N. u,, = exp (nln (1 + >)
n

Or, nln <1+ ) ~ n.— donc lim nln (1 + > = 1 donc, par composée de limites,
n n

n—-+4oo n n——+oo

lim u, =e. Donc, u, ~ e.
n—-400 n—-4o00

. 2 2

lim — =0 donc u,, ~ n.— donc u,, ~ —.
n—-+4+oo N, n—-+4oo n n—+oo n

2 2
n*+1 n“+2-—1 1 1 -1
Vn € N = =1—————et lim = 0 donc u ~ donc
’ n21+2 n2 4 2 n2 4 2 n—+oo n? + 2 " notoo n2 42

Un

~ T -
n——+00 n2

1 1 1
lim — = 0 donc sin () ~ -

n—+oo N n n—-+oo n.
3 3
lim —Q:Odonc en? —1 ~ —.

n—+oo n n—+oo N,
L n
Par quotient , u, ~ 5 doncu, ~ .
n—4oo =5 n—+oo 3

n

2
Soit n € N. u,, = exp (nln (1+>).
n

2 2 1

Or, nln <1 + ) ~ n.— donc lim nln (1 + > = 2 donc, par composée de limites,
n n—-+4oo n n—-+oo n

2

lim wu, = e’ Donc, u, ~ €.
n—-+o00o n—-+00

Exercice 7 On considere la suite définie par :

.Onpose: f:x—

3

=letVneN = —.
Ug et vn y Un+1 1+ 3u,

1+ 3z

. Tracer le graphe de f sur Ry et construire les premiers termes de la suite.

2. On pose I = [0, 3]. Montrer que I est stable par f
(c’est a dire que f(I) C I, ou encore Vz € I, f(z) € I.)
3. Montrer que pour tout entier n € N, u,, existe et 0 < u,, < 3.
4. Déterminer les points fixes de f o f sur Ry (c’est a dire les réels x vérifiant f o f(z) = x).
5. Montrer que les suites (ugy,) et (u2,41) sont monotones, de monotonies contraires.
6. Montrer que les suites (ugy,) et (u2,+1) sont convergentes et préciser leurs limites.
7. En déduire la convergence de la suite (uy,).
Correction
1. La fonction f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables avec un dénominateur
qui ne s’annule pas et Vo € Ry, f/(x) = (1_;2@2 <0
Donc, f est strictement décroissante sur R.
3 3 3 12 3 39
= 1+ 3ug s w2 = 14+ 3uq :Eetu;g: 1+ 3uq :479‘
2. La fonction f est décroissante sur [0, 3] donc Vz € [0, 3], f(3) < f(z) < f(0).
Donc, Yz € [0,3], 0 < % < f(x) < 3.
Donc, I est bien stable par f.
3. On raisonne par récurrence. Vn € N, P(n) : u, existe et 0 < u,, < 3.

I wug existe et ug =1 donc P(0) est vrai.
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Chapitre 18 — Suites réelles 7

H Soit n € N tel que P(n) soit vrai.
un, € Ry donc f(uy,) existe. Donc, u,1 existe.
De plus, par stabilité, f(u,) € [0,3] donc 0 < up4+1 < 3. Donc, P(n + 1) est vrai.
C Par le principe de récurrence, Vn € N, P(n) : u, existe et 0 < u,, < 3.
4. On doit d’abord justifier que la composée est possible. f(R;) C R4 donc f o f est bien définie
sur R;.
3 3 3+ 9z

T 143f(2) 14373, 1043z

—1++/37
—

Ve Ry, (fo f)(x) = f[f(x)]

Donc, (fof)({) =0 3+U=100+32 <32 +(-3=0& (=
5. On va raisonner par récurrence. Vn € N, P(n) : "ug41) < u2n”.

12
I uy=1et uy= 3 < ug donc P(0) est vrai.

H Soit n € N tel que P(n) soit vrai.
On a uy(p41) < ugy. Par croissance de f o f, (f o f)(ugm1)) < (f o f)(uzn) donc
Un+4 < Ugpt2. Done, P(n + 1) est vrai.

C On en déduit que la suite (ugy,)nen est décroissante.
On montre, de méme, que la suite (ug2,+1)nen est aussi décroissante.

6. Les suites (ugn)nen €t (u2n+1)nen sont décroissantes et minorées. Par le théoreme de la limite
monotone, elles sont convergentes.
De plus, la fonction f étant continue sur Ry, les deux suites convergent vers un point fixe de
folf.
De plus, par passage a la limite dans 'encadrement de la question 3, on obtient que lueur limite

-1+ V37
6

doit appartenir a [0, 3]. Finalement, seul £ = est possible donc

y . 14437
n—1>I-‘£loo 2n = n—1>r-‘,r-loo Yant1 = 6 ’

7. Puisque les deux suites extraites convergent vers la méme limite, on en déduit que la suite u

. o . -1+ /37
converge elle aussi vers cette limite : lim w, = ——.
n——+o0 6

Exercice 8 Pour n € N*, on note f, : 2 € Ry — 2" + 2" 1+ ... 42 — 1.

1. Soit n € N*.

(a) Montrer que f,, est une bijection de R dans un intervalle & préciser.

(b) En déduire que I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution. On la note x,,.
2. Déterminer x1 et xo.

1
3. Montrer que Vn € N, x,, > 3
4. Soit n € N*. Comparer f,(x,) et fn(Tni1).
En déduire que la suite (x,)nen est décroissante.

5. En déduire que la suite (x,)nen converge.

Correction
n
1. Soit n € N*. On peut écrire Vo € Ry, fu(z) = Z 1.
k=1

(a) La fonction f, est dérivable sur R puisque c¢’est une fonction polynomiale et
n
Ve e Ry, fl(x)= Z kzF1 > 0.
k=1

Dong, la fonction f,, est strictement croissante sur R.. Elle est également continue sur R .
Par le théoreme de la bijection, f,, est une bijection de R} dans

(a0, lim o) = [~1, +oo].

)
x
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2.

(b) 0 € [-1,+400] donc 0 admet un unique antécédent par f,, dans R;. On a donc f,(z,) = 0.

fi:z—x—1doncxz =1.
V5 -1
7

1 n
1— (=
. " 1 "1\ 1 (2> 1\"
SmtneN.fn(z) —;<2> _1—21_%_1__<2> .
1 . 1
Donc, f, ( > < fn(zy). Par monotonie de la fonction f,,, on obtient 5 < .

On a fn(-rn) =0et fnJrl(anrl) =0.
n+1

1 1
De plus, fn(znt1) Z xp— 1= Z Ty — gl — 1= fupa(Tngr) —apt) =

fg:x»—>x2+x—1donca:2:

n+1
—$n+1 < 0.

Donc, fn (zp+1) < fn(:rn) Par monotome de la fonction f,, on obtient 2,11 < .

Donc, la suite (z,,)nen est décroissante.

5. La suite est décroissantes et minorée. Par le théoréme de la limite monotone, elle converge.

Exercice 9 Déterminer des équivalents pour les suites proposées et en
déduire leur limite .

1.
2.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

~ 1?4+ nsin(n'® +n')

n+lnn
Vn € N, u, =n?(Inn)* —n3(nn)? + (=1)"n2e™"
Vn € N*, u w

" vn+2

Vn € N* u,

Vn € N, u, = In(2n'®) + 15n?
n® +3n+6

N, w, =In | —2""7
Vn €N, uy, n( 1

Vn €N, u, = In(3n'% + 1)

1
Vn eN, n>2, unzln( n )
n—1

1
Vn € N*, u, =n’ln (1 + sin (n))

Vn e N*, u, =exp(v/n+1—+vn—-1)—1
In(n? + 1)
Vn €N ==
nEN, Un n2—n+2
3
n’+n+1
Vn € N* =———% ¢€"
n e , Up n—{—\/ﬁ e
n3 + 5n + 2
Vn € N =
N T T )
Vn € N, u, = 32" 4 237
Vn €N, u, =e" +e* — en
n__ AN
VneN, u,= oo
e +e™

Vn € N*, un:ln(2—e%)
. 2n? +1
VnEN,un:ln<n2+n+1>
V1 -1
VneN, u, =172
(]

Vn € N*, u, = (2n)% -1
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20. Vn € N*) u, = en — 1
Correction
) ~ 2,—m
Loug o~ n 11. up  ~ nfe
2. ~ —n3ln(n)? n’
Un n—-+o0o " n<n) 12. Un n—;\-‘:-oo 37
- 2
4. Unp o 15n~. 14. Up ng;\jroo eQTL_
3 15 ~ 1.
5. up n;\;oo n - Un n—r+00 .
6. ~ 101 . ~
Un o 10In(n) 16, up  ~ —.
1 17. u, ~ In(2).
7. up n—;:-oo n " po+too .
~Y . e
n—+o00 " . 18. uy n%rjroo 7
9. u, ~ . In(n)
n—+o0o gi/ﬁ( ) 19. uy, A
n(n
10 up 5 20. u, o~ *
n—otoo  n n—+oco 2n
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