Chapitre 20 : Développements limités
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1 Fonction négligeable devant une autre

1.1 Définition

~— Définition 1. N

Soit I un intervalle de R. Soit a € I. Soient f,g: I — R avec ¢ non nulle au voisinage de a.

f est négligeable devant g au voisinage de a signifie que la fonction i converge vers 0 en a.
g

f(x)

lim ——= =0.
On note f = 0(g) ou f(x) = o(g(x)).
Exemple 2

e Ona lim cos(z) =0donc cos(z) = o(z)

r—+00 x T—+00

22

e Ona lim — =0 donc 2 = O(:E4)

T—+00 T T—+00

ot

e Ona lim — =0 donc zt = O(x2)

z—0 X1 z—0

~— Théoréme 3. N

Soit (a, B) € (R%)2.
1. In(z) = o(z).

T—+00

2o @ T o(e”).

3. ¢ i O(eﬁz).
4. In%(x) = ofzP).

T—r—+00

1.2 Caractérisation

~— Théoréme 4. N

Soit I un intervalle de R. Soit a € I. Soient f, g : I — R avec g non nulle au voisinage de a.
On a équivalence entre :

1. f est négligeable devant g au voisinage de a

) = g(x)e(x) au voisinage de a,
2. 1l existe une fonction ¢ telle que : { chl(m)a(:v)g(:)O( ) 8

r—a

Exemple 5 Soient n € Z et p € N* fixés. Comparer z" et P au voisinage de 0 et au voisinage de 4oo.

o z"1P = " P et lim 2?7 = 0 donc 2"tP = o(z™).
z—0 z—0
n n—+ 1 : ]‘ n n—+
o r" =2""P.— et lim — =0donca”™ = o(z"P).
xP r—+4o0 P T—400

Remarque 6 Avec cette caractérisation, on comprend mieux les opérations possibles sur les "petit o".
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,—[Théoréme 7 (Manipulation des petits o).}

L f(z) = o(1) & lim f(z) =0.

2. Si f(z) — h(x) = o(g(x)) alors f(z) = h(z) + o(g(z)).

Soit I un intervalle de R. Soit a € I. Soient f,g,h: I — R avec g non nulle au voisinage de a.

1.3 Premiers développements limités

,—(Théoréme 8 (Lien avec les équivalents).}

Il y a équivalence entre
L f(z) = g(x)+o(g(2)).
2. f(&) ~ g(@).

\

Soit I un intervalle de R. Soit a € I. Soient f, g : I — R avec g non nulle au voisinage de a.

~ Théoréme 9.

T
L. sin(g:) :O$+O($). 4. e z:01+$+0($).
—> .
5. /1 = 14+ = .
2. tan(x) 250 T+ O({E) +x = + % + O(a;)
3. In(1 + x) z—0 x4+ o(x). 6. cos(z) = 1— % + O(mz).

1.4 Propriétés des o)

,—(Théoréme 10 (Addition) }

Soit I un intervalle de R. Soit a € I. Soient f, g, h : I — R non nulle au voisinage de a.
1. Si f=o0(g) et si h =0(g) alors f + h=0(g) et f —h = 0(g).
2. Soit (n,p) € N? avec n < p.
n Py — n
(1) o(z") +o(a?) = ofa").
(b) o(") + o(a?)

— P
= o(zP).

3. Sif = o(g) alors o(f) + o(g) = o(g).

a

Exemple 11 Déterminer un équivalent en 0 de x — tan(z) + sin(z) et de x — tan(z) — sin(z).
e tan(z) + sin(x)

x_)om—i—o(m) +x 4 o(x) 02x+o(x)
e tan(z) — sin(x) Wt o(x) —x — o(x) . o(x)
z—
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,—[Théoréme 12 (Multiplication, Quotient).j

A e R

1. Sif= O(g) alors \.f = o(g)

2. Si f= (9()\ ) alors f = o(g)

3. S o(g) et sig = o(h) alors f = o(h).
4. 81 f= O(g) alors fh = o(gh).

5. Si f = o(g) alors % = 0(Z>

6. Si f =0(g) et si h =o0(k) alors fh = O(gk)
7. Sif = o(g) alors f™ = o(g").

8. Sif = o(g) alors é = o(%)

Soit I un intervalle de R. Soit a € I. Soient f, g, h, k : I — R non nulle au voisinage de a. Soit

Exemple 13 Déterminer un équivalent en 0 de z — 2tan(x) — 3sin(z).

3tan(z) — 2sin(z) = 2z +20(x) — 3z —30(z) = —x + o(z).

z—0
x
-1
Exemple 14 Déterminer lim u.
—_— z—0 x
—V1i+z  l+az+tol@)-1-5-o(x) §-ox) +o(l)
xX I:O €T :v:O €T a::O 2

e’ — 1—|—x_1

Donc, lim =—.
z—0 2

,—[Théoréme 15 (Substitution).}

Soient I et J deux intervalles de R. Soit a € I.
Soient f, g : I — R non nulles au voisinage de a.
Soit h: J — R avec h(J) C I.

Si f(z) =, 0g(a)) et lim h(y) = a alors f(h(z)) =, olo(h(z).

\

Exemple 16
(2%)? i
° COS(Z’Q) xio 1— T + O((Z’2)2) =1- 7 + O(x4).
o e = 1t () to((-ah) =1 -t +o(a?)

,—(Théoréme 17 (Substitution par des équivalents).}

Soit I un intervalle de R. Soit a € T.
Soient f1, f2,91,92 : I — R non nulles au voisinage de a.

1. 81{ Q(x; i (qu( =) alors fa(z) = o(gi1(x)).
)
).

)
1(x
( ) ) alors fi(z) = 0(ga(x))-
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Exemple 18 Si f(x) = o(z* + 2z)
- T—r

2t 422 ~ 2z donc f(x) = o(2z).
z—0 z—0

2 Développements limités en 0

Un développement limité d’une fonction f 0 donnera de l'information sur la fonction f au voisinage de 0. On
va approcher la fonction f autour de 0 par un polynome.

2.1 Définitions et premiers exemples

Définition 19.

Soit I un intervalle de R contenant 0. Soit f : I — R. Soit n € N.

La fonction f admet une développement limité a lordre n en 0 signifie qu’il existe
(ag,...,a,) € R" tels que

r—

n
f(z) o %o tart asx® + -+ + a2 + o(a") = Zakxk + o(z")
k=0
n

La fonction polynomiale Z apx” est la partie réguliere du développement limité.
k=0

Notation On notera souvent DL,,(0) pour parler d’un développement limité & 1’ordre n en 0.

Exemple 20 Développements limités a I’ordre 1 en 0

i = 4. e* = 14+z+o0(z).
1. sin(x) x_}()x—ko(x). o (z)
2. cos(z) = 1+ o(x). 5. In(l4+2) = z+o(z).
z—0 z—0
3. tan(z) = z+o(x = d
() =, (x) 6. VItz = 1+ +o0().

Exemple 21 Soit f(x) = 7 + 5a + 3z/x. Déterminer un développement limité & l'ordre 1 en 0.
lim S/ =0 donc 3zvz = o(z).
x—0 €T x—0
Donc, f(x) =, 5z + o(x).
T—

Théoréme 22.

Soit n € N*.
L. ixk + o(a")
1—2x z2—0
k=0
1 — gntl i 1 n n+1
Démonstration : % = z"®. Donc, = Zxk + f, -
) k=0 L B0
n+ n
Or, fim :m".lfm et ilg}) f = 0 donc T o o(z™).
1 n
Finalement, T2 .o 2 + o(z™). m
=0
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2.2 Développements limités obtenus par substitution

[Théoréme 23 (Substitution).]

Soit I un intervalle de R contenant 0. Soit f : I — R. Soit n € N tel que f admette un DL, (0),
— = k n
f(x) o > apx® + o(x™).

k=0
Pour toute fonction g défini au voisinage de 0 tel que lin}J g(z) = 0 alors
T —

Flo@) =, arg(@) +olg(a)").
k=0

Exemple 24 Déterminer un développement limité a 'ordre n € N* en 0 de la fonction x —

1+

hII%](—.I) = 0 donc on peut substituer x par —z dans le théoreme précédent.
Tr—r

T o0 2 ol

E
Il
=

I
NE

_1\k ..k ny _ o 2 .3 4 1\ e n
57 oo (=1)F.2" 4+ oz )w_>01 4zt -+t + -+ (-1)"x +o(a")

E
I
o

Exemple 25 En remplacant = par —z2 on obtient

1 n
o io Z(_l,Q)k + O(l'n) -1— 372 +$4 _ ZCG 4ot (_1)nx2n + O(:CZ?L)
k=0

On a maintenant un développement limité & ’ordre 2n et non plus n.

2.3 Développements limités obtenus par primitivation

Théoreme 26.

Soit I un intervalle de R contenant 0. Soit f : I — R admettant des primitives sur I. Soit n € N.

n
Si f(x) = > arpx® + o(x™) alors toutes les primitives F' de f sur I admettent un développement
limité & 'ordre n + 1 en 0 donné par

zk

+1 L
1 + O(ac”Jr )

F(z) = F(0)+ > i "
k=0

Remarque 27 On peut donc intégrer les développements limités en n’oubliant pas la constante d’intégra-
tion.

Exemple 28

1. Déterminer un développement limité a ’ordre 2 de sin en 0.

On va commencer par le développement limité a I'ordre 1 en 0 de la dérivée de sin.
cos(z) = 1+o0(x)
z—0

sin(x) sin(0) + 2 + o(2?)

ati()
sin(z) S, Tt o(z?)
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2. Déterminer un développement limité de cos en 0 a ’ordre 3.

On intégre de nouveau le développement limité de la question précédente.

sin(z) =, Tt o(z?)
—cos(z) = - cos(0) + %2 + o(z%)
cos(z) = 1- 2 + o(z%)

3. Déterminer un développement limité en 0 & 'ordre 3 de x — In(1 + z).

On commence par le développement limité a 'ordre 2 de la dérivée de x — In(1 + x).

1
1+

In(1+ z)

In(1+ x)

Exemple 29

1. Rappeler la dérivée de la fonction tan.

tan’ = 1 + tan?.

=, 11—z 42+ 0(2?)

2 3

. _.I' T 3
o mA+0)+z— 4 + o(z%)
1’2 1’3 <

20 x*7+§+o(”£3)

2. En déduire un développement limité a ’ordre 5 en 0 de tan.

tan(z) o

2 _
(tan(@)? =
a:f)O

1+ (tan(z))?* =
z—0
tan(z) o
miO

2 —
(tan(z)) o
xi()
in

2 _
1+ (tan(x)) o
tan(zx) o

x + o(x)
22 + 2z 0(x) + (o(z))?
z? + O(xz)

1+ 2%+ O(xQ)

%+ %m‘l + o(z*)

1—1—332—}—%904—1—0(:1:4)
3 2 5 5

m—i—?—l—ﬁx +O(x )
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2.4 Développements limités obtenus par la formule de Taylor-Young

Soit I un intervalle de R contenant 0. Soit n € N. Soit f : I — R une fonction de classe C" sur I.
Alors, la fonction f admet un développement limité a ’ordre n en 0 donné par

z—0 k!
k=0

Exemple 31 Soit n € N*. Déterminer un développement limité a ’ordre n en 0 de xz — e”.

On va calculer les dérivées successives en 0 de f : x — e”.

Or, Vn € N, f(") = f donc Vn € N, f("(0) = 1.

Finalement, f(z) = ” ixk +o(z")=1+x+ x—2 + x—s +o 4 o + o(z").
’ z—0 P k! 2 3! n!

Exemple 32 Déterminer un développement limité & l'ordre n en 3 de = — sin(z).

On va calculer les trois premieres dérivées de f = sin.
e f' = cos. Donc, f/(0) = 1.
e f@)(z) = —sin. Donc, f@(0) = 0.

e f®)(z) = —cos. Donc, f®(0) = —1.
3

Finalement, sin(z) =T 3r + o(z?).
r—r .

Exemple 33 Déterminer un développement limité a 'ordre 3 en 0 de x — /1 + z.
On va calculer les trois premieres dérivées en 0 de f: x — /1 + .

1 1 1 1
v R ! =—=—(1 —2.D "(0) = =.
* Ve €Ry, [ie) = 5opm = 3+ @) Done, f10) = 3
1 -1 -1
[ ) Vﬂj S RJ’_, f(z)(x) = 57(1 +Jj)_% ])OHC7 f(z)(O) = T
1 -1 -3 5 3
(3) -~ _-_° -3 (3) ==
o Vzx e Ry, f9(x) 2.2.2(1+:c) z. Donc, f1%)(0) 5
. 1 1 22 328 3 z 2 328 3
Flnalcmcnt, f(x) z:O 1 + 51’ — Z? + gz + O(CC ) - 1 + 5 - § + E + 0(1' )

2.5 Développements limités obtenus par opérations sur des développements limi-
tés usuels

Théoréme 34.

Soit I un intervalle de R contenant 0. Soit n € N. Soit f,g : I — R admettant des développements
limités a I'ordre n en 0.

1. La fonction f + ¢ admet un développement limité a I'ordre n en 0 obtenu en additionnant les
développements limités de f et de g.

2. La fonction fg admet un développement a l'ordre n en 0 obtenu en multipliant les développe-
ments limités de f et de g.

e’ +e %

Exemple 35 Déterminer un développement limité a ’ordre 3 en 0 des fonctions ch : x € R +— —s et
T _ LT
sh:zeR~ %
e’ ltatg+g+o)rl-atry -—F+o@) 1+:i2+o(w3)
x—0 x—0 '
2 2 2
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— _ - 3
R R 2 Set g ol

sin(z) a ’ordre 4 en 0.

Exemple 36 Déterminer un développement limité de x —

]9.3 ]9.5 ( 5)
SiIl({I?) 3! 5! © § .’£4 4

Exemple 37 Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e” cos(x). Déterminer le développement limité de cette
fonction a I'ordre 3 en 0.

z _ a? 2 3 a? 3
e” cos(x) = <1+x—|—2—|—3!+0(x)> <1—2+O(x)>

r—
x? x3 x? ozt 3 2b
a:io 1— -5 + O(:r3) +x— > + O(ac4) + 5T + O(xS) + 31 1 —|—O(x6) + O(x?’) + O(xS) + O(xﬁ)
1 1
o U (—2 + 6) z® + o(2%)
3
T
xio 1-— ? + 0(373)

Exemple 38 Soit f la fonction définie sur R par f(z) = (cos(z))?. Déterminer le développement limité de cette
fonction a l'ordre 4 en 0.

(cos(z))? = 1+ cos(22) c;s(Qx)
x)? z)* 4
R S )
o % (2 — 2% + %x‘l + 0(1134))

_ _21"74 4
= 1 a:+3+o(x)

2.6 Développements limités obtenus par composition a droite
Exemple 39 Déterminer un développement limité & 'ordre 3 en 0 de z +— e57(*),

lin% sin(z) = 0 donc on peut substituer x par sin(z) dans le développement limité en 0 de exp.
Tr—r

sin(x))? sin(x))?
(@) | G o

sin(z) __ .
e = 1+ sin(z) + 5 3l

T—r

On s’occupe ensuite de chaque terme séparément.

(sin(z))? ~ z® donc o((sin(z))?) = o(z?)
3
sin(z) o T + o(z?)
(sin(z))? o z® + o(2%)
(sin(z))? e z® + o(2%)
Finalement,
esin(@) =, 1+x—§—?+%2+§—j+o(x3) ;01+x+%2+o(x3)
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Exemple 40 Déterminer un développement limité & l'ordre 3 en 0 de z — In(1 + tan(x)).

lin% tan(z) = 0 donc on peut substituer x par tan(x) dans le développement limité en 0 de z — In(1 + ).
z—

an(z))? n(z))3
In(1 + tan(x)) = tan(z) - (t é )? | (ta ?() )

+ O((tan(m))3)
On s’occupe ensuite de chaque terme séparément.

(tan(z))> ~ 2% donc of(tan(z))?) = o(2?)

z—0 z—0
tan(z) = x4+ x_3 + o(2?)
z—0 3
2 _ 2 3
(tan(z)) =, T o(z?)
3 _ 3 3
(tan(z)) o T o(z%)
Finalement,
3 2 3 2 9
In(1 + tan(z)) ot % - % + % +o(2%) ot % + 31‘3 + o(z?)

3 Propriétés des développements limités

3.1 Troncature d’un développement limité

~— Théoréme 41. \

Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R. Soit a € R. Soit n € N.

Si la fonction f admet un développement limité a 'ordre n en a alors elle admet un développement
limité a tout ordre inférieur a n en a.

Les coefficients sont obtenus en tronquant le développement limité d’ordre n & I'ordre souhaité.

3.2 Unicité du développement limité

~ Théoréme 42. N

Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R. Soit a € R. Soit n € N.
Si la fonction f admet un développement limité & 1'ordre n en a alors ses coefficients (ag, ..., a,)
sont uniques.

\ J

~ Théoréme 43. )

Soit I un intervalle de R contenant 0. Soit f: I — R. Soit a € R. Soit n € N.

1. Si f est paire et admet un développement limité d’ordre n en 0 alors les coefficients d’indice
impair sont nuls.

2. Si f est impaire et admet un développement limité d’ordre n en 0 alors les coefficients d’indice
pair sont nuls.
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3.3 Calculs de limites et d’équivalents

Théoréeme 44.

Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R. Soit a € R. Soit n € N.

11

Si la fonction f admet un développement limité a lordre n en 0 alors f est équivalente en a au

premier terme non nul de son développement limité.

Exemple 45 Déterminer un équivalent en 0 de la fonction z — In(1 + x) — sin(z).

On va déterminer un développement limité a l'ordre 1 en 0 de la fonction.

2 2
s _ . 2y _ 2
In(1 + x) — sin(x) ot z+ o(z?) S0 + o(z?)
22
Done, In(1 — z) — si ~ 2
one, In(1 — z) — sin(z) oo
|
Exemple 46 Déterminer lim ei;v.
—_— T—0 x
e —z—1 l+z+Z +0(z?)—a—1 - 1+o(1)
22 20 xr2 20 2
. ef—z—-1 1
])OHC7 ili)l%)T = 2

3.4 FEtude locale de fonction

Théoréme 47.

Soit I un intervalle de R contenant 0. Soit f: I — R. Soit p € N, p > 2.

On suppose que f admet un développement limité en 0 de la forme f(z) =, %0 +ai1z+apaP +o(aP).
T—>

1. La tangente a la courbe de la fonction f en 0 a pour équation y = ag + aix.

2. La position de la courbe par rapport a la tangente est donnée par le signe de a,z? au voisinage

de 0.

In(l+z)—=x

Exemple 48 Soit f : x — 3
—_— x

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.
Dy =] —1,0[U]0, +o0[.

2. Déterminer la limite de f en 0.
On va utiliser un développement limité de f en 0.

In(l14+z)—= r—Z to(a?) -z

) 1
Donc, 31613% flz) = —3

3. Etudier la position relative de la courbe de f par rapport a sa tangente en 0.

Il faut obtenir un développement limité & ’ordre 2 pour pouvoir conclure.

In(1+z) -2 I—L;+§—%+O(I4)—x 1z a?
$2 x:>0 x2 ;c:>0 2 3 4
1
La tangente en 0 a pour équation y = g 5
z 1 x?
De plus, f(x) — 373) .0 1 Donc, la courbe est en dessous de la tangente.
T—
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Formulaire de développements limités usuels en 0

H
\

8

oll

1—|—x§

In(1+ x) =

12
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