Chapitre 23 : Continuité d’une fonction

réelle
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1 Continuité locale d’une fonction

1.1 Continuité en un point

~— Définition 1. \

Soit I un intervalle de R. Soit f: I — R. Soit a € I.
La fonction f est continue en a lorsque liin f(z) = f(a).

Lorsque f n’admet pas de limite finie en a, on dit que f est discontinue en a.

e 7 pour x # 0

Exemple 2 Soit f la fonction définie sur R par f(z) = { 0 1o 0
- pour r =

Cette fonction est-elle continue en 07

Exemple 3 Les fonctions usuelles sont continues en tout point de leur ensemble de définition.

1.2 Continuité a gauche et a droite

—| Définition 4. .

Soit I et intervalle de R. Soit f : I — R. Soit a € I.

La fonction f est continue & gauche en a lorsque lim f(x) = f(a).
r—a—

La fonction f est continue & droite en a lorsque lim+ f(z) = f(a).
r—a

Exemple 5 Etudier la continuité en 1 de la fonction partie entiere.

Théoréme 6.

Soit I un intervalle de R. Soit f: I — R. Soit a € I.
f est continue en a si, et seulement si, f est continue & gauche et & droite en a.

er pour z < 0
Exemple 7 Soit f la fonction définie sur R par f(z) =< 0 pour x =0

e s pour z > 0
Cette fonction est-elle continue en 07

1.3 Continuité et suites
~{ Théoréme 8. \

Soit I un intervalle de R. Soit a € I. Soit f : I — R continue en a.
Soit (2, )nen une suite & valeurs dans I telle que lim x, = a.

n—+00
Alors nll}rf{)() f(zn) = f(a).
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Exemple 9 Soit u la suite définie par Vn € N*, u,, = tan (sin (—))
—_— n

Déterminer la nature de la suite w.

,—(Théoréme 10 (Théoréme du point ﬁxe).}

Soit (un)nen une suite réelle et soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Vn €N, upyr = f(un)

Si < (uy) converge vers £ € I , alors /£ vérifie £ = f(¢).
f est continue sur I,

1.4 Prolongement par continuité en un point

~— Définition 11.

Soit I un intervalle de R de la forme I =]a,b[. Soit f: I — R.

On dit que f est prolongeable par continuité en a lorsque f admet une limite a droite finie en a,
notée £.

Le prolongement est définie de la fagon suivante :

3 [a,b[— R
fa: x»—){ f(z) pour x € ]a,b]

{ pour x = a

On dit que f est prolongeable par continuité en b lorsque f admet une limite a gauche finie en b,
notée £'.
Le prolongement est définie de la fagon suivante :

la,b] = R

Io: . fl(ac) pour z € ]a,b]
¢ pour x =b

\.

Exemple 12 Soit f la définie sur R par f(z) = sin(z)

. Peut-on prolonger cette fonction par continuité en 07

Exemple 13 Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = e~ . Peut-on prolonger cette fonction par continuité

en 07

Exemple 14 Montrer que la fonction = — 2% peut étre prolongée par continuité en 0.

2 Continuité globale d’une fonction

2.1 Définitions et propriétés

~—| Définition 15.

Soit I un intervalle de R. Soit f: I — R.
On dit que la fonction f est continue sur I lorsqu’elle est continue en tout point de 1.

\.

~| Définition 16.

Soit I et intervalle de R.
On note C(I,R) ou C°(I,R) I'ensemble des fonction définies et continues sur I, & valeurs dans R.
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~ Théoréme 17. N

Soient I un intervalle de R. Soit a € I. Soient f,g: I — R.
Si f et g sont continues sur I alors :

1. pour tout couple de réels (\, 1), la fonction Af + pg est continue sur I.

2. La fonction fg est continue sur I.

3. Si g # 0, la fonction i est continue sur I.
g

e 2 pour z # 0

Exemple 18 Soit f la fonction définie sur R par f(z) = { 0 pour x =0

Cette fonction est-elle continue sur R ?

Théoréme 19.

Soient I un intervalle de R et soit a € I.
Soit f: I — R et soit g: J — R avec f(I) C J.
Si f est continue sur I et si g est continue sur f(I) alors la fonction g o f est continue sur I.

Exemple 20 Soit f : z — +/In(x).
Déterminer I’ensemble de définition D de f. Cette fonction est-elle continue sur Dy 7
Si non, sur quel ensemble est-elle continue 7

2.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 21 (Version 1)}

Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R continue sur I. Soit (a,b) € I? tel que a < b.
Si f(a)f(b) < 0 alors il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.

Exemple 22 Ecrire une fonction python qui prend en entrée
o deux réels a et b
e une fonction continue sur [a, ] telle que f(a)f(b) < 0.
e un parametre €.

et qui renvoie une valeur approchée & e prés d’une solution de f(z) = 0.

Exemple 23 Soit f : [0,1] — [0, 1], continue sur [0,1].
Montrer que f admet une point fixe.

Théoréme 24 (Version générale).}

Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R continue sur I.
Soit (a,b) € I? avec a < b.
Pour tous les réels A compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = A.

Remarque 25 Il n’y a pas unicité de I'antécédent.
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2.3 Continuité sur un intervalle

~— Théoréme 26.

Soient I un intervalle de R et soit f: I — R continue sur I.
Alors f(I) est un intervalle de R.

En particulier,

1. Si f est croissante sur I, 2. Si f est décroissante sur I,
o [ =a,0] = f(I) = [f(a), f(b)]. o I =a,b] = f(I) = [f(b), f(a)].
o 1=Ja,b] = (1) =) lim_f(2),/0) o 1=Jab] = f(1) = [f(8), lim_f(@)].
o 1= o= £(I) = [f(@), lim f(2)] o 1=[a,b= f(1) =) lim f(a), f(@)].
o I=fabl= f(1) =] lim f(@), Im f@)[ o I=labl= f(1) =] lm f(@), lm_f@)]

Remarque 27 Dans le cas général, on détermine U'intervalle f(I) a l’aide du tableau de variation de f.

1
Exemple 28 Soit f:z — x—12 Déterminer f(]0, +o0]).
—_— T

2.4 Continuité sur un segment
~— Théoréme 29.

Soient I = [a,b] un segment de R et soit f : I — R continue sur I.
Alors, f(I) est un segment dont les bornes sont atteintes.

(e, d) € [a,b]? tels que f([a,b]) = [f(c), f(d)]

Toute fonction continue sur un segment y est bornée et atteint ses bornes.

Exemple 30 Soit la fonction cosinus étudiée sur [0, 27]. Alors, cos([0, 27]) = [cos(7), cos(0)].

2.5 Théoréme de la bijection
~{ Définition 31.

Soient E et F' deux ensembles. Soit f une application bijective de E dans F.

VyeF, AxeE, y=f(z).

On appelle bijection réciproque de f 'application de F' dans E qui a tout élément de F' associe son
unique antécédent. On la note f~1.

V(z,y) EEXF, y=f(x)=z=f""(y).

\.

~— Théoréme 32.

Soient I un intervalle de R. Soit f : I — R.

Si f est continue et strictement monotone sur I alors f est une bijection de I dans f(I) (qui est un
intervalle) et sa bijection réciproque f~! est continue et de méme monotonie que f.

S. Freyssinet BCPST 1.1 2023—-2024



2.6 Application : tangente et arctangente

~ Théoréme 33.

\

La fonction tan est une bijection de ]—;—r, g [ dans R.

~| Définition 34.

. .o . 7’ . . . Y ﬂ- 71—
On appelle fonction arctangente la bijection réciproque de la fonction tangente restreinte a ] 35 [
La fonction arctan est définie sur R a valeurs dans } —g, g {
Vz € R, tan (arctan(z)) =
T
Vo € ]—5, 5 [, arctan (tan(a:)) =z
Exemple 35
e arctan(—1) =
e arctan(l) =
e arctan(tan(0)) =
e arctan(tan(mw)) =
(= (%))
e arctan| tan ( —
3
~{ Théoréme 36. N
1. La fonction arctan est strictement croissante sur R.
2. La fonction arctan est impaire.
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