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Soit n € N* fixé dans tout le chapitre.

1 Structure de R"

1.1 Définition

~{ Définition 1.
On note R™ I'ensemble des n-uplets formés de réels
R" ={(z1,...,z,) / Vi € [1,n], z; € R}

Les éléments de R™ sont appelés vecteurs de R™. On les note x = (21, ...,2,)
On appelle vecteur nul de R" le vecteur défini par : Og» = (0,...,0).

1.2 Lois de compositions interne et externe sur R"

~| Définition 2.

Soient x = (z1,...,2,) et y = (y1,-..,Yn) deux vecteurs de R".
On appelle somme de = et de y et on note = 4 y le vecteur de R™ défini par :

x+y:(ml+y1a7xn+yn>

R™ x R* = R"

On définit une loi de composition interne sur R :
(x,y) —»x+y

\.

~— Théoréme 3.

La loi 4+ sur R™ a les propriétés suivantes :
e Commutativité : V(z,y) € (R")?, v +y =y + .
e Associativité : V(z,y,2) € R")3, (z+y) +z=a+ (y + 2).
e Elément neutre : Vx € R” | x + Ogn = z.
e Symétrique : Vxr € R" | Jy € R™ tel que x +y = y + = Ogn.

\

Démonstration :

e Soient z = (x1,...,Zn) €t y = (y1,...,yn) deux vecteurs de R".
T+y=(T14+y,..,Tntyn) =1+ 21, Ynt+an) =yt

donc la loi + est commutative sur R™.

e Soient z = (z1,...,Zn), Yy = (Y1,...,Yn) €t 2= (21,..., 2n) trois vecteurs de R™.

(m—f—y)—l—z = (331+y17-~~7$n+yn)+(Zl,n.,Zn)

(
(mla"'vx’ﬂ)—i_(yl+Z17“‘ayn+z")
= z+(y+2)

T1+Y1+ 21, Tn + Yn + 2n)

donc la loi 4+ est associative.

e Soit © = (x1,...,Zn) un vecteur de R™.
4+ O0pn = (21,...,2n) +(0,...,0) = (1 +0,...,2, +0) ==z

donc Ogrn est un élément neutre pour 'addition.
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e Soit © = (x1,...,Zn) un vecteur de R™. Posons y = (—z1,..., —Tn).
r+y=(r1—21,...,Zn — Tn) = Orn
donc tout élément admet un symétrique par la loi +. m
Définition 4. \
Soient © = (z1,...,2,) un vecteur de R™ et A un élément de R.

On appelle multiplication de x par A et on note \.x le vecteur de R™ défini par

Az = (Ax,..., xy)

On définit une loi de composition externe sur R : RXRE=R
A\ z) = A

\. J

~— Théoréme 5. N

La loi . sur R™ a les propriétés suivantes :

V(z,y) € R")?, VAER, A(z+y) = Az + )y
Ve e R, V(\, u) € R ) (A + p).x = A\x + p..
Ve e R" | l.x = x.

V(A u) € R?, Vx e R* | (Ap).x = A (u.x)

\ J

Démonstration :

e Soient (z,y) € (R™)? et A € R.

AMz+y) = A(x1+y1,-.,Zn+Yn)

@1+ 1), - A0 +9))
Az + Ay, Azn + Ayn)
Azi, o, Axn) + (Ayt, - Ayn)
= Ax+\y

o Idem
o Idem
o Idem n

1.3 Stabilité par combinaison linéaire

~—{ Définition 6. N

Soit p € N*. Soit F' = (eq,....,ep) une famille de p vecteurs de R™.
On appelle combinaison linéaire de la famille F toute somme de la forme

P
Z Aker = Ar.e1 + -+ Ap.ep avec VE € [1,p], A € R.
k=1

Exemple 7 (1,1,1) est une combinaison linéaire de (1,0,2) et de (0,1, —1).
En effet, (1,1,1) = (1,0,2) + (0,1, —1).
Exemple 8 Soit (A, p) € R% (A, g, = A+ p) = A\.(1,0, —1) + p.(0, 1, 1).

En effetv (Avﬂa A+ lu’) = ()‘707 _)‘) + (O,ﬂ,ﬂ) = >‘(1707 _1) + M(Ov ]-7 1)
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Théoréme 9 (Stabilité par combinaison linéaire).}

Toutes les combinaisons linéaires formées a partir de vecteurs de R™ sont des vecteurs de R™.
On dit alors que R™ est stable par combinaison linéaire.

Démonstration :
Soit p € N*. Soit F' = (ex,....,ep) une famille de p vecteurs de R". Soit (A1,...,Ap) € RP.

p
Z Ak€r = A1.e1+ -+ /\pfl.epfl + /\p.ep
k=1

€ Rn € R™
———
€ R™

€ R™

p
Finalement, Z Aeer € R™.

k=1

Définition 10.

On dit que le triplet (R™,+,.) a une structure d’espace vectoriel.

Remarque 11 On a déja rencontré des ensembles possédant cette structure.
1
2.
3.
4

2 Structure de sous—espace vectoriel de R"

2.1 Partie de R” stable par combinaisons linéaires

Définition 12.

Soit F' C R™.
On dit que F est stable par combinaisons linéaires lorsque les combinaisons linéaires formées a partir
de vecteurs de F' sont des vecteurs de F'.

Exemple 13 Soit la droite d’équation 2z 4+ 3y = 0. Montrer qu’elle est stable par combinaison linéaire.
Soit (e1 = (z1,91),--.,€p = (zp, yp)) des points de la droite. Soit (A1,...,A,) € RP.

p p p p
Soit u = Z Ap€r = Z e (Tr, yr) = Z ATk, Z )\kyk>. Montrons que u appartient a la droite.
k=1 k=1 k=1 k=1

P p

p P
2> Newk +3> vk = D (2Akmk + 3Xeyi) = Y Ak(2ax + 3yx) = 0
k=1 k=1 k=1 k=1

Donc, u appartient a la droite.
Donc, la droite est stable par combinaison linéaire.
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2.2 Sous—espaces vectoriels de R”
Définition 14.

Soit FF C R™. I est un sous—espace vectoriel de R signifie que
L] O]Rn € F

e [ est stable par combinaisons linéaires.

Exemple 15 Les droites passant par l’origine dans R? ou dans R3.

Théoréme 16.

Soit n € N*. Soit ¥ C R™. Il y a équivalence entre :
1. F est un sous—espace vectoriel de R™.
2. F est non vide et V(z,y) € F?, V(\,u) € K2, \x + uy € F.

Démonstration: On raisonne par double implication.

1 = 2 : Par définition, F' est stable par combinaisons linéaires donc, en particulier, F' est stable par combinaisons
linéaires de 2 vecteurs.
Par définition, Ogn € F' donc F' est non vide.

2 = 1: Supposons que F soit non vide et stable par combinaisons linéaires de deux vecteurs.
F est non vide : 3z € F. Donc, z + (—1).2 € F. Donc, Ogn € F.
Soit (e1,...,ep) € FP. Soit (A1,...,Ap) € RP.

p
Z Aker = Ar.e1 + -+ Ap—1.p—1+ Ap.€p
k=1 v v

EF €EF
N——
€eF

eEF

Donc, F est stable par combinaisons linéaires, donc F' est un sous—espace vectoriel de R". [ ]

Exemple 17 Soit F' = {(z,y,2) € R® / 2+ 2y + 3z = 0}. Montrer que F est un sous—espace vectoriel de R3.

On va appliquer le théoréme 4.
e 0+2.0+3.0=0donc Ogs € F. Donc, F est non vide.

e On montrer la stabilité par combinaison linéaire de deux vecteurs.

Soit (z,y) € (R*)2. 3 (21,72, 23, y1, Y2, y3) € RS tel que z = (21,72, 23) et y = (y1, Y2, y3)-
Soit (/\1,/\2) € R2.

Az Aoy = (A1 + Aoy1, AL + Aoz, AL.xs + A2.y3)
)\1.%1 + )\Q.yl + 2()\1.1’2 + )\2.y2) + 3()\1.%3 + )\Q.yg) = )\1.£C1 + 2)\1.1’2 + 3.)\1.%3 + )\Q.yl + 2)\2.y2 + 3)\2.y3

= A (xl +2.29 + 3:123) + g (y1 + 2ys + 3y3)

=0 car z€F =0 car yeF

Donc, Aj.x + Ay € F.

Par le théoréme 4, F est un sous—espace vectoriel de R3.

Exemple 18 Soit F = {(z,y,2) € R® / z + 2y + 32 =0et 2 — y + 2 = 0}. Montrer que F est un sous—espace
vectoriel de R3.

¢ 0+2.0+30=0et 0—04+0=0 donc Ogs € F. Donc, F est non vide.
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e Soit (x,y) € (R®)?. 3 (1,22, 23,y1,¥2,¥3) € R® tel que & = (w1, 22, x3) et y = (y1,%2,Y3)-
Soit (/\17>\2) € R2.
Ona\.z4+ Ay= ()\1..%‘1 4+ Ao.y1, A1.T2 4+ Ao.ys, A\1.x3 + )\2.y3).

A1.21 + Aoyn + 2(A1.m2 + Aoy2) + 3(A1.x3 + A2ys) = Ar.x1 + 2A1.20 + 3123 + Ao.y1 + 2X2.92 + 3A2.y3
= A1 (21 + 2.9 4 323) + X2 (y1 + 2y2 + 3y3)
=0 car z€F =0 car y€F
= 0
Arz1+ A2y — (Arzz + A2y2) + (Aix3 + A2yz) = Ar (w1 — 22+ 23) HA2 (Y1 — Y2 +y3)
=0 car z€F =0 car yeF
= 0

Donc, A\1.x + Aoy € F.
Par le théoreme 4, F est un sous—espace vectoriel de R3.

2.3 Sous-espaces vectoriels engendrés par des vecteurs

Définition 19.

Soit p € N*. Soit F = (ex, ..., ep) une famille finie de vecteurs de R™.
On appelle espace vectoriel engendré par la famille F, et on note Vect(eq,...,ep), 'ensemble

P
Vect(e,...,ep) = {Zai.ei, Vie[l,p], a; € ]R}

=1

C’est I’ensemble contenant toutes les combinaisons linéaires des vecteurs de F .

Exemple 20 Déterminer Vect ((1,0,-1),(0,1,1)).

Vect ((1707 71)) (07 17 1)) = {A1(1707 71) + )\Q(Oa 17 1)7 (A17>\2) € RQ} = {(>\1 + A27)‘27 7A1 + >\2)a (>\17 AQ) € R2}

Théoréme 21.

Soit p € N*. Soit F = (ex, ..., ep) une famille finie de vecteurs de R™.
Vect(ey, ..., ep) est un sous—espace vectoriel de R™.

p
Démonstration: Notons F = {Z aj.e;, Vi € [1;p], au € R}. On va appliquer le théoreme 4.
i=1

P
e Ogrn = ZO.ei donc Ogn € F.

1=1

P P
e Soit (x,y) € F2. Donc, 3 (a1, ..., ap, B1,- .., Bp) € R? tel que z = Zai~€i ety = Z/Bi.ei-
=1 i=1

Soit (A1, A2) € R?.

p

P P
Az + Aoy = A1 E ai.e; + Aa. E Blel = E ()\1.0&,’ + )\257,) .€e;
- - N————
=1 =1

=1 ER

donc Aix + A2y € F.
Par le théoréme 4, F' est un sous—espace vectoriel de R". [ ]
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Exemple 22 Montrer que {(w,y, —z), (z,y) € RQ} est un sous—espace vectoriel de R3.

On va ’écrire sous forme de sous—espace vectoriel engendré par une famille.
{(xaz-h _x) ’ (‘Tvy) € RQ} = {x(LOv _1> + y(Ov 1,0) ) (Ivy) € R2}

Donc, {(Jc,y, —x), (z,y) € RQ} =Vect((1,0,—1),(0,1,0)). Donc, c’est un sous—espace vectoriel de R3.

2.4 Intersection de sous-espaces vectoriels

[Théoréme 23 (Intersection de deux sous—espaces vectoriels).]

Soient F' et G deux sous—espaces vectoriels de R™.
Alors, F'N G est un sous—espace vectoriel de R™.

Démonstration : Soient Soient F' et G deux sous—espaces vectoriels de R".
e FNG CR"™.
e Par la définition 9, Ogn € F et Ogn € GG donc Ogn € F N G. Donc F N G est non vide.
e Soit (z,y) € (FNG)?. Soit (A1, \2) € R2.
(z,y) € F? donc, par la d"finition 9, A1z + Aoy € F. De méme, Mz + lay € G.
Donc, Mix + Aoy € FNG.

Par le théoréme 4, F' N G est un sous espace—vectoriel de R"™. |

Exemple 24 L’intersection de deux plans de R3 est un sous—espace vectoriel de R3.

[Théoréme 25 (Intersection d’un nombre fini de sous—espaces vectoriels).]

Soit p € N*. Soient F1, ... F}, des sous—espaces vectoriels de R".

P
Alors, () Fy est un sous—espace vectoriel de R™.
k=1

Démonstration: C’est une généralisation du théoréme 6.
On le démontre par récurrence. |

Remarque 26 En général, 'union de deux sous—espaces vectoriels n’est pas un sous—espace vectoriel.
Soient F' = {(z,0)|z € R} et G = {(z, z)|z € R}.
1. Représenter (rapidement) F'UG.

z F

2. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R% mais que F U G n’est pas un sous-espace
vectoriel de R?. Représenter graphiquement le résultat.
F ={x(1,0) / € R} =Vect((1,0)) donc c’est un sous—espace vectoriel de R2.
G = {z(1,1) / z € R} =Vect((1,1)) donc c’est un sous—espace vectoriel de RZ.

On va montrer que F'U G n’est pas stable par addition.
Soit u = (1,1). Soit v = (1,0). On a bien (u,v) € F UG)?.
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o

Or,u+v=(2,1) ¢ FUG. Donc, F UG n’est pas un sous—espace vectoriel de R?.

3 Familles de vecteurs dans un espace vectoriel

3.1 Familles génératrices d’un sous—espace vectoriel

Définition 27.

Soit F' un sous—espace vectoriel de R™. Soit (e, ..., e,) une famille finie de F.
On dit que la famille (eq,...,e,) est génératrice de F lorsque Vect(ey,...,e,) = F.
Tout vecteur de F' est une combinaison linéaire de la famille (eq,...,e,).

P
Ve e F, 3(M,..., ) € KP tel que z = Z)\k.ek
k=1

Exemple 28 La famille ((1,0), (0,1)) est génératrice de R2.

= (r1,22) € R? & 2 = 21(1,0) + 22(0, 1) donc R? =Vect((1,0), (0,1)).
Exemple 29 La famille ((1,0), (1,1)) est génératrice de R?.

= (71,22) € R? & 2 = (21 — 12)(1,0) + 22(1,1) donc R? =Vect((1,0), (1,1)).

Exemple 30 La famille (e; = (1,0,...,0),e3 = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)) est génératrice de R™.
_— —— ——

n—1 n—1

Exemple 31 La famille D = ((1,1,1),(0,1,1)) n’est pas génératrice de R3.

On va proposer un vecteur de R? qui ne s’écrit pas comme combinaisons linéaire de (1,1,1) et de (0,1, 1).
On suppose par I'absurde que R® =Vect((1,1,1),(0,1,1)).

0=\
(0,0,1) € R? donc 3 (A1, A2) € R? tel que (0,0,1) = A1(1,1,1) + A2(0,1,1) =< 0= X + X2 Absurde
1=X+ XA

Donc, la famille ((1,1,1),(0,1,1)) n’est pas génératrice de R3.

r+2y—42=0
r—y+t=0"
Notons F' I’ensemble des solutions de ce systeme. Déterminer une famille génératrice de F'.

Exemple 32 Soit le systeme {

On va I’écrire sous forme de sous espace —vectoriel engendré par une famille.

—2t+ 4z
r+2y—4z=0 T+2y—42=0 T=2ytdz=——o—
—
l'—y+t:0 Lo<Lo—1IL+q —3y+t+4z:0 Lo+Lo—1L1 y = —t—4z
3
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944z —t—4 2 1 4 —4
R Z,z,t) L (2t) €R2Y = t(,3,0,1>+z(3, 1,0) , (z,t)eRQ}.

Donc, F =

3 T3 3 3’
-2 -1 4 —4
D F =Vect| | —,—,0,1 -, —,1,0]) ).
Onc7 ec << 3 ) 3 ) ) ))(3? 3 ) ) ))
La famille ;2, ;170,1 , é, ;4,1,0 est génératrice de F'.
373 373

3.2 Familles liées, familles libres

Remarque 33 Exprimer plus simplement Vect((1,1,1), (-2, —2,—2)) puis Vect((1,1,1), (1,2, 3), (0, —1,—2)).

Vect((1,1,1), (=2, -2, -2)) = {A1.(1,1,1) + Aa.(=2, -2, -2), (A1, A2) € R?}
= {(Al — 2)\2,)\1 —2Xo, A\ — 2)\2), ()\1, )\2) S RQ} = {()\1 — 2)\2)(1, 1, 1)7 ()\1,)\2) € R2} :Vect((l, 1, 1))

Définition 34.

Soit F' un sous—espace vectoriel de R™. Soit (e, ..., ep) une famille finie de F.

e On dit que la famille (e1...,e,) est liée lorsque un des vecteurs de la famille peut s’exprimer
comme combinaison liénaire des autres.

e On dit que la famille (e; ..., ep) est libre lorsqu’elle n’est pas liée.

Exemple 35 Dans R3, on pose u = (2,3,5), v = (3,4,0) et w = (5,7,5).
Montrer que la famille (u, v, w) est liée.

On remarque que w = u + v donc la famille est liée.

[Théoréme 36 (Caractérisation d’une famille liée).]

Soit F' un sous—espace vectoriel de R™. Soit p € N*. Soit (eq, ..., e,) une famille finie de F.
On a équivalence entre

1. La famille (e; ..., ep) est liée.

p
2.3 (A1, 0p) ERP, (Mg, 2p) # (0,...,0) tel que Y Ap.ex = Op.
k=1

Démonstration: On raisonne par double implication.

1 = 2: On suppose que la famille est liée.
Donc, Fio € [1;p], I (A1, Xig—1, Nig+1,---s Ap) € RP~1 tel que €ip = Z PV

k#io
io—1 P
Donc, > Ak.ek —eip + . Ap.ex =0.
k=1 k=ip+1
La proposition 2 est vraie avec (A1,..., Aig—1, =L, Aig+1, -+ -5 Ap)-

p
2 = 1: On suppose qu’il existe (A1,...,Ap) €EKP, (A1,..., ) # (0,...,0) tel que Z)"“'ek =0.

k=1
A,y xp) #(0,...,0) = T i € [1;p], Aig #0.
e
Donc, A ei, = fz Ak.ei. Donc, e;, = e k.
k#ig k#ig
Donc, la famille est liée. [}
Remarque 37 Pour montrer qu’une famille est liée, on doit déterminer les scalaires (A1,...,Ap).

On raisonnera souvent par analyse et synthése.
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[Théoréme 38 (Caractérisation d’une famille libre).]

Soit F' un sous—espace vectoriel de R™. Soit p € N*. Soit (eq, ..., e,) une famille finie de F.
On a équivalence entre

1. La famille (ey ..., ep) est libre.

p
2. V(A1,...,\p) € KP, Z)\k.ek =0g = Vk € [1;p], \x = 0.
k=1

10

Démonstration: C’est la négation du théoréme précédent. |
Exemple 39 Dans R?, on note u = (1,2,3), v = (3,1,2) et w = (2,3, 1).
Montrer que (u,v,w) est une famille libre de R3.
On va appliquer la caractérisation de la liberté (théoréme 10).
Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A\j.u + Ao.v + Az.w = Ops.
A +3X+2X3=0 A +3X+2X3=0 A +3X+2X3=0 A =0
= 2/\1+)\2+3)\3=0 E=4 —5)\2—)\320 =4 —5)\2—)\320 E=4 )\3:0
3AM +2X+23=0 —TXo—5X3=0 18X =0 A =0
La famille (u,v,w) est donc libre.
Exemple 40 Soient u = (0,2, 3) et v = (1,0, 3). Montrer que (u,v) est une famille libre de R3.
Les vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille libre de R3.
3.3 Bases d’un sous—espace vectoriel de R"
Définition 41.
Soit F' un sous—espace vectoriel de R™. Soit p € N*. Soit (eq,...,e,) une famille finie de F.
On dit que la famille (eq,...,e,) est une base de F' lorsque elle est libre et génératrice de F.
Exemple 42 La famille ((1,0), (0,1)) est une base de R?. C’est la base canonique de R?.
On a déja montré quelle était génératrice de R2.
Soit (A1, A2) € R? tel que A1(1,0) + A2(0,1) = (0,0).
= A = Ay = 0. Donc la famille est libre. C’est une base de R2.
Exemple 43 La famille ((1,0), (1,1)) est une base de R2.
On a déja montré qu’elle était génératrice de R2.
Soit (A1, A2) € R? tel que A1(1,0) + Aa(1,1) = (0,0).
{ il + 32 =0 = A1 = Ay = 0. Donc la famille est libre. C’est une base de R2.
2 =
[Théoréme 44 (Existence de bases, ADMIS).]
Tous les sous—espaces vectoriels non vides de R™ admettent des bases.
Exemple 45 Soit F = {(w,y,z,t) ERYx+y+z+t= O}.
Montrer que F' est un sous—espace vectoriel de R* et en déterminer une base.
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On va ’écrire comme un sous-espace vectoriel engendré par une famille.

F={(z,y,2,t)eR* Jz=—y—z—t} ={(-y—2z—t,y,2,1), (y,2,t) € R}}.

Donc, F =Vect((—1,1,0,0),(-1,0,1,0),(—1,0,0,1)).

C’est bien un sous-espace vectoriel de R? et la famille ((—1,1,0,0),(-1,0,1,0),(—1,0,0,1)) est une famille
génératrice de F'.

Montrons qu’elle est libre.
Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A\1(—1,1,0,0) + Aa(—1,0,1,0) + A3(—1,0,0,1) = (0,0,0,0).
—)\1 - )\2 - )\5 = 0

A =0
= )\;:0 =AM =X =X3=0.
A3 =10

Donc la famille est libre. C’est une base de F.

Théoréme 46.

Soit F' un sous—espace vectoriel de R™. Soit p € N*. Soit (eq,...,e,) une base de F.

P
Ve e F, 3! (A\,..., ) € KP tel quex:ZAk.ek
k=1

Démonstration: Soit (ei,...,ep) une base de E. Soit = € E.

e Existence : La famille (e1,...,ep) est une base de E. En particulier, elle est génératrice de E.
P

Donc, 3 (A1,...,Ap) € R? tel que x = Zx\k.ek.
k=1

P P
e Unicité : Soit (A1,...,Ap,B1,...,08p) € R? tel que z = Z)\k-ek = Z/Bk~€k~

= Z (A — Bk).ex = 0g. Or, la famille (e1, ..., ep) est libre.

Donc vk € [1;p], Ak — Bx = 0.
Donc, Vk € [1;p], Ak = Bk-
Il y a bien unicité de I’écriture. |

Remarque 47 génératrice — existence et libre — unicité.

Définition 48.

Soit F' un sous—espace vectoriel de R™. Soit p € N*. Soit B = (ey,...,e,) une base de F.
On appelle coordonnées de = € F' dans la base (e1,...,ep) les uniques coefficients (A, ..., \p)
P
tels que x = Z A €L
k=1

On appelle matrice de « dans la base B la matrice suivante :

A
A2
Matg(z) = )

Ap

Remarque 49 Cela étend la définition de coordonnées rencontrée pour les vecteurs de RZ.

Remarque 50 Soit B = ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) la base canonique de R3.
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Au lieu d’écrire "soit (z,y,2) € R3", on devrait écrire "soit u un vecteur de R? dont les coordonnées dans la
base canonique sont (z,y, 2)".

Exemple 51 Soit B = ((1,0,1),(1,1,0), (0,0, 1)). Montrer que B est une base de R? et déterminer les coordon-
nées dans cette base d'un vecteur (a, b, c) de R3.

Soit (/\1, Ao, )\3) € R3 tel que /\1(1,0, 1) + /\2(17 1, 0) + /\3(0,0, 1) = (0,0,0)

A +A=0
= A =0 =AM =X =X3=0.
AM+A3=0

Donc la famille est libre.

On va raisonner par analyse-synthése pour montrer qu’elle est génératrice. Soit x = (a,b,c) € R3.
A : Supposons qu'il existe (A1, A2, A3) € R3 tel que A;(1,0,1) + A2(1,1,0) + X3(0,0,1) = (a, b, c).

)\1+)\2:a )\12076
= )\2:b == )\2:b
AM+A3=c¢c AM3=c—a+b

S : On va vérifier que ¢a convient bien.
(a—0)(1,0,1) +5(1,1,0) + (¢c—a+1)(0,0,1) = (a —b+b,b,a—b+c—a+b) = (a,b,c)

La famille est libre et génératrice de R? donc c’est une base de R3.
Les coordonnées de x = (a, b, c) dans cette base sont (a — b, b,c — a + b).

S. Freyssinet BCPST 1.1 2023—2024



4 Espaces vectoriels (HP en premiére année)

Définition 52.

On appelle espace vectoriel sur K , noté K—ev, un triplet (E,+,X) ol

1. E est un ensemble,

2. Laloi +: E x F — FE est une loi de composition interne telle que :
(a) V(z,y) €E? , o +y=y+uz.
(b) V(z,y,2) € E®, (z4+y)+z=a+ (y+2).
(c) 3I0p e EtelqueVe € E, x4 0 = x.
(d)VeeE,JyeEtelquez+y=y+z=0g.

3. Laloi.: K x E+— FE est une loi de composition externe telle que :
(a) V(z,y) € B2 ,VAEK, A(z+y) =z + Ay
(b)y Ve € E, V(\, u) € K2, A+ p).x = A\ + p.x.
(¢) Ve e E | lg.x = x.
(d) VO, u) e K2, Ve € B, (A x p).xz = \.(p.x)

Les éléments de F sont appelés des vecteurs. Les éléments de K sont appelés des scalaires.

Exemple 53

1. C est un espace vectoriel.

I’addition et la multiplication externe sont celles définies dans le chapitre "Complexes".
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2. M,, »(K), I'ensemble des matrices de taille n x p & coefficients dans K est un espace vectoriel.

I’addition et la multiplication externe sont celles définies dans le chapitre "Matrices".
L’élément neutre est la matrice nulle.

3. L’ensemble F(I,R) des fonctions définies sur I & valeurs dans R est un espace vectoriel.

L’élément neutre est la fonction constante égale a 0.
4. L’ensemble KN des suites & valeurs dans K est un espace vectoriel.

5. K[X], 'ensemble des polyndmes & coefficients dans K est un espace vectoriel.

Définition 54.

Soit F un K—espace vectoriel. Soit F' C E. F est un sous—espace vectoriel de E signifie que

.O]RnEF

e F est stable par combinaisons linéaires (de deux ou de p vecteurs de F).

Exemple 55 Etudier les ensembles suivants.
1. F={M € M,(R) /M soit diagonale}.
e La matrice nulle est diagonale donc O, (r) € F'
e Soit (D1, D3) € F2. Soit (A1, \2) € R2.

al 0 b1 0 )\1.0,1 + )\Q.bl
A D1+ Ao Dy = Aq. + Aa. = A1
0 an 0 by, 0

La matrice A1 D1 + A3.D5 est encore diagonale donc A\ D1 + A\s.Dy € F.
Donc, ’ensemble des matrices diagonales est un sous—espace vectoriel de M., (R).
2. F={ye F(R,R) / ay’ + by’ + cy =0}

A1.Gp + Ao2.by,

S. Freyssinet BCPST 1.1
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e La fonction identiquement nulle est solution de cette EDL donc 0z r) € F'.
e Soit (y1,y2) € F2. Soit (A1, \a) € R2.

a(Ayr + A2y2)” +0(Ayn + Aay2) +e(Myn +Aey2) = A (ay] +byy + cyr) H2 (ayy + bys + cys)

=0 car y1 €F =0 car y2€F

=0

La fonction A1y; + A2.y2 est solution de 'EDL donc A1y + Ao.ye € F.
Donc, 'ensemble des solutions est un sous—espace vectoriel de F(R, R).
3. F =K,[X]. On va montrer que c’est un sous espace—vectoriel de R[X].
e Le polynome nul est de degré —oo donc Ogjx] € R, [X].
e Soit (P, Q) € R,[X]%. Soit (A1, A2) € R%.

deg(A1 P + X\2Q) < max(deg(A1 P),deg(M2Q)) < n

Donc, AP + A2Q € R, [X].
Donc, R,,[X] est un sous espace—vectoriel de R[X].
4. F = {(un)nen / Y1 €N, Upio = 2unt1 + 3u, }. On va montrer que c’est un sous espace—vectoriel de RN.
e La suite constante égale a 0 vérifie la relation donc Ogn € F.
e Soit (u,v) € F2. Soit (A1, A2) € R%

Yn eN, (A.u+ Xov)pre = AlUng2 + A2.Upto
= MQ2upt1 + 3un) + A2(2041 + 3v,)
= 2(Munt1 + A2Unt1) + 3(A1upn + A2v,)
= 2(A1.u+ Av)pt1 + 3(A1u+ Av),

Donc, Aju+ Aov € F.

Donc, F est un sous espace—vectoriel de RY.

Remarque 56 Soit E un K—espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel E est un espace vectoriel sur K.
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