Chapitre 29 — Intégration sur un segment 1

Exercice 1 Calculer les intégrales suivantes.

1 Ly
. — 2 . 4.D:/ ——dux.
1. A / x4 3z + 12)dx _1$2+1dx
2]
2. B= / ¥ dz. 5.E:/n(””)d
1T
2 1 2
3. C = / Tt 6.F:/ o
1x2+x+2 1 xIn(x)

Exercice 2 Calculer les intégrales suivantes en utilisant une intégration par parties.

2 2 1 3p 1 2,
1. 1 d 2. i d 3. / o 4. [* / v d
/155 n(z)dx /19:sm(:c) x i x [*] . e’? cos(bx)dz
Correction
/ u(x) = x—Q
1. On pose w(z) == , ce qui donne % . Les fonctions u et v sont de classe C!
v(z) = In(z)

sur [1;2] et par la formule de 'intégration par parties,

/llen(x)dx:[ln } / “dz = 2In(2) — [} =2In(2) — =

= / =1
2. On pose u/(x) ac. , ce qui donne u'() . Les fonctions u et v sont de classe
v'(x) = sin(x)

v(z) = — cos(x)

C! sur [1;2] et par la formule de I'intégration par parties,

2 2

/12 zsin(z)de = [— xcos(m)] 1 — /12(— cos(x))dx = —2cos(2) + cos(1) + [Sin(w)}
= —2co0s(2) + cos(1) + sin(2) — sin(1)

1

3. On pose u) =¢ 3 ce qui donne uw(z) =1 Les fonctions u et v sont de
B R v == o(a) =231

classe C! sur [0;1] et par la formule de I'intégration par parties,
1 1 1 1
/ %de = [29[;\/3.7; T 1} = / 2v/3z + ldz = 4 — 2/ V37 + 1dz
0 x o J0 0

2 P
Or, z +— 6(3@' + 1)% est une primitive de z — /3z + 1 sur [0, 1] donc

1
4
}0_4—9(8—1)_

[SIEY

1 x 2
——dx=4-2|-(3 1
/0\/W$ {9(:” )

u/(x) = 337
(@) sin(5z) . Les fonctions u et v sont de classe
v(x) =

)
C! sur [1;2] et par la formule de I'intégration par parties,

u(r) = e .
4. On pose { V(@) = cos(5z) ce qui donne {

2 . 2 2 in(1 . 2
/ e cos(5z)dx = {6316111(530)] - §e3x sin(5z)dz = €° sin(10) _ e’ sin(s) _ 3 e sin(5x)da
1 1 1

5 5 5 5 5
. . . . u(z) = e . u'(w) = 3%
On fait une seconde intégration par parties avec v(z) = sin(5z) ce qui donne o(z) = Cosé5x) .
2 52)12 3 2 .cos(10
/ e3% sin(5x)dx = {— e’ cos( :r)] + f/ e3® cos(5z)dz = —e° cos(10) +e 3COS / ¥ cos(bz)d
1 ) 1 9N ) )
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment 2

Finalement,

/2e3x cos(3r)dr = sin(10) o3 sin(5) 3( 808

1 5 5 5

(1 . 9>/263x cos(3a)dr = o sin(10) o3 sin(5) 3( 56508 10) g cos(5)>
25) 1 ) 5 5 5)

2 2 in(1 i (1
/1 &3 cos(52)dr = ?TZ {668111; 0) e381115(5) B 2(_ e6CObé 0) +e3cos5(5)>}

10
) +e 3COS 5/ ¥ cos(br) dx)

(
5
(
5

Exercice 3 Calculer les intégrales suivantes en utilisant le changement de variable proposé.
Soit n € N*.

1 322 (lnz)™
L 5d t=a? 2/ d t=In(z). 3. / V1 )d t=
/0 1 o avec x x avec n(x + sin(z)dz avec sin(z).

Correction

dt
1. On utilise le changement de variables ¢t = 23. On a donc 1= 322 & dt = 32%dx.
x
De plus, pour x =0, onat=0et pourz =1,onat=1.
Finalement,

1 322 SO | .
/0 T+ xb,dx = /0 mdt = [arctan(t)], = 1

dt 1 1
2. On pose t =In(z). On a donc — = — & dt = —d=.
dr «

x
De plus, pour z =1, onat =0 et pour x = e, on a t = 1. Finalement,

€ (Inx)™ 1 tntl 1
/ )" / tndt = =
1 x 0 n+1 0 n+1
dt dt dt dt
3. On pose t = sin(z). On a donc — = cos(z) < dx = = = .
dz cos(x) 1—sin2(x)dt  V1-t
De plus, pour z =0, on at =0 et pour x = %, onat= 3 Finalement,

5 dt

s ; 3 d 2
/0 \/1+81n(x)dx:/0 \/m\/liiﬂz/o m:[—Qm]

O Nl
|
[\
|
&

Exercice 4

—_

1
Soit n € N. Justifier que / 2"dx existe et calculer sa valeur.
0

n

[\

1
. Soit n € N. Justifier que / ] $
0

n de existe.
T

3. Soit n € N. Montrer que Vx € [0;1], 0 <

1 n

dz.

S

. En déduire lim
n—+oo Jo 1+ x2

Correction

1
1. Soit n € N. La fonction = +— 2™ est continue sur [0; 1] donc / x"dz existe.
0
ok 1
0 Cn+1

1
En utilisant une primitive, on obtient / 2"dxr =
0 n—+1
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment 3

n 1 n
2. Soit n € N. La fonction = — est continue sur [0; 1] donc / T dz existe.
1+ a2 o 1+ 22
1 n
3. Soit n € N. Soit z € [0;1]. 1 <1+22=0< <1=0< <"
1+ a2 1+ a2

1 " 1
4. Soit n € N. Par croissante de I'intégrale, on a donc 0 < / g de < / z"dz.
0 x 0

1 1
Or, / 2"dx = . Par le théoreme d’encadrement, on en déduit que lim / ——dz=0.
0 n+1 ——+00 1+=x

Exercice 5

1. Déterminer lim t"dt.
n—+oo Jo

1
2. Soit f € C([0;1],R). Montrer que lim t"f(t)dt =

——+00

Correction
tn+1 1
= . On en déduit que lim t"dt = 0.
n+1 o M +1 n—+o0 Jo
2. On va comparer l'intégrale a étudier a celle de la question précédente. Soit f € C([0;1],R).
Toute fonction continue sur un segment y est bornée (et atteint ses bornes).

3 (m, M) € R? tel que Vt € [0;1], m < f(t) < M.

1
1. SoitnEN*./ t"dt = [
0

Vte [0;1), m< f(t) < M
vt € [0;1], m.t™ < f(t).t" < M.t"

/mt”dt</ £t t”dt</ M.dt
p< [ soeans 25

Par encadrement, on en déduit que lim t"f(t)dt =
n—+o0 Jo

I A

I

Exercice 6 Déterminer la limite des suites définies par :

=S e b= Y s (M : ke
1.Vn€N,cn:]§m. . vn e N, n—kZ::lSHl ) 3. VneN* a, = nQZkCOS
Correction On va modifier I’écriture pour faire apparaitre la fonction f a utiliser dans le théoreme des
sommes de Riemann.

Sopoii sy

1. Soit n € N*. ¢,, = 3 = = —n = — f()
oot ER 1 ()
x?

T8 La fonction f est continue sur [0, 1].
x

ou f est la fonction définie par Vz € [0;1], f(z) =

Par le théoréeme des sommes de Riemann,

Log2 1 L n(2)
) 3
nhm+ Cn = /0 T ;1:3dm = {3 In(1+ =z )] =

In(2)

Finalement, lim ¢, =
n—-+00

2. Soit n € N*. Zsm<n)=;;f<i>

ou f est la fonctlon définie sur [0, 1] par Vz € [0;1], f(z) = sin(mz). La fonction f est continue
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment 4

sur [0, 1]. Par le théoréme des sommes de Riemann,

. by b 2
lim — :/ sin(mx)dz = —
n—+oo n 0 ™
Finalement, lim b, = 4o0.
n—-+o0o
1%k k 1k
3. SoitneN*.an:Zcos<7r> :Zf()
ni=n n ni— n

ou f est la fonction définie par Vo € [0; 11 f(z) = xcos(mz). La fonction f est continue sur
[0, 1]. Par le théoreme des sommes de Riemann,

1
lim an:/ x cos(mr)dx
n—-+00 0

On utilise alors une intégration par parties et on obtient

/01 x cos(mz)dx = [a:sm(mE - /01 sin(re) 4, - {Cos(mc)]: S

T T 2 w2

. . 2
Finalement, lim a, =——.
n—-+oo Tr

T t

o 1+

Exercice 7 On s’intéresse aux fonctions définies par f : x — dt et g:z— zf(z).

1. Déterminer ’ensemble de définition de f et celui de g.
2. Justifier que f est dérivable et déterminer sa dérivée.

3. Déterminer les variations de g.
4

. Pour x €] — 1,0[, proposer une minoration de g(z). En déduire lim+ g(z).
r——1

Correction
t

1. La fonction t — le ; est définie et continue sur R\ {—1} donc f est définiesur Dy = {x € R, —1 ¢ [0, 2]} =

| — 1; +oo[. Par produit, la fonction g est aussi définie sur | — 1; +ool.
t

e
2. La fonction ¢ +— T est continue sur | — 1, +oo[. Par le théoreme fondamental de l’analyse, la

fonction f est dérivable sur | — 1, +oo et

Vz €] — 1,40, f'(z) =

3. Par produit, g est dérivable sur | — 1, +00] et

, T et e:E
Vo €] — 1, +00], g(:):):/o l—i—tdt—i_x'l—i—x

On va étudier le signe de ¢'.
Soit x € [0, +o00[. Par positivité de I'intégrale et de I'exponentielle, ¢'(z) > 0.
Soit x €] — 1,0[.

T

0 gt e
"(x) = — dt )
g(@) /w T

Donc, ¢'(z) < 0.
Finalement, g est décroissante sur | — 1,0[ et croissante sur [0, +00[.
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment 5
0 ol
4. Soit €] — 1,0[. On a donc g(z) = fac/z . —l—tdt'
el e !
vVt €] —1,0], >
] b (1+1)
0 et 0 1
= / dt > / ————dt  par croissance de l'intégrale
e 141 « e(l+1)
0 @l
N / ¢ 4y > ~In(1+2)
z 1+t e
0 t In(1
= —:E/ ¢ dthMcar—ajZO
In(1
Or, lim =z n(l +2) = +o00. Par minoration, lim g(z)= +o0.
r——17F e z——1F
Exercice 8 Intégrales de Wallis
Pour tout n € N, soit I,, = /2 (cos(t))"dt
0
1. Calculer Iy et I;.
2. Montrer que Vn € N, 0 < I,41 < I
I I
3. En déduire que, pour tout n € N, 1 < ntl o _n
In+2 In+2
, n+1
4. Démontrer que, pour tout n € N, I,,19 = n 2In.
n
On pourra utiliser une intégration par parties
I
5. Calculer lim -*ti.
n—-+oo In+2
6. Montrer que la suite ((n + 1)I,1,+1)n>0 est constante.
Correction
1. Ip= g et Iy = [—cos(z)]g = 1.
2. Soit n € N :
7T
vt €]0, 5[ , 0<cos(t) <1
vt €]0, g[ , 0 < (cos(t))" ™ < (cos(t))™ on a multiplié par cos(t)" > 0
p ™ .
En intégrant sur [0; 2], on obtient
0< In+1 < In
3. La suite (I,),>0 est donc décroissante.
VneN, Inyo < Iy <1,
I I,
VneN, 1<t <
n+2 n+2
4. Soit n € N. Pour calculer I, 9 on va utiliser une intégration par parties avec
u'(x) = cos(t) . u(z) = sin(t)
{ w(@) = (cos())rt HAOINe Ny (4 1) sin(t) (cos(t))
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment 6

i
Les fonctions u et v sont bien de classe C! sur [O; 2].

us

+(n+1) /2 (sin(t))?(cos(t))"dt

0

[VE]

Inio = [sin(t)(cos(t))’”rl

0

— (n+1) /O % (1 = cos(t)?) (cos(t))"dt

— 1) /O ? (cos(t))"dt — (n+ 1) /0 ? (cos(t))"2dt

In+2 = (n + 1)In — (n + 1)In+2
n+1
1 = 1,
n+2 n+2 n
1 2 1
5. On a montré que Vn € N, —— = nt donc par le théoreme d’encadrement, lim ntl .
Ihys n+1 n—+oo I 19

T
6. On calcule le premier terme pour avoir une idée de la valeur constante de cette suite : Igl; = 5

On pose comme hypothese de récurrence : P(n) : (n+ 1)1, 1,41 = g

On a traité I’hérédité dans notre calcul précédent.
Soit n € N tel que P(n) soit vraie.

(n+2)hi1lnro = Inpi(n+2),49 = Inp1(n+ 1)1, par le calcul de la question 2.

= (n+ I = g par hypotheése de récurrence.

La suite est donc constante.

Exercice 9 [*] Par une double intégration par parties, calculer
1
I= / z(arctan(z))?dz
0
Penser a bien choisir les primitives

Exercice 10 [*] Comparaison suites-intégrales

"1
Soit n € N*. Soit S,, = E —.
k=1 k

1 k+17 1
1. Soit k € N*. Montrer que < / —dt <
kE+1 k

On pourra utiliser la monotonie de t +— —.

2. En déduire que

In(n) +— <5, <In(n) +1

SEE

3. En déduire que S,, ~ In(n).

n—-+4o0o

Exercice 11 [¥]

1. Soit f une fonction continue sur [0, 2].
T

— 1/1 F()dt.

Etudier la limite, quand z tend vers 1, de

t3
dt.
14+

1 T
2. Application : déterminer la limite, quand x tend vers 1, de 1 /
€r — 1
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment 7
Exercice 12 [*] Soit R > 0.
1. Soit D laire du disque de centre (0,0) et de rayon R.
A l'aide d’un dessin, montrer que
R
D= 2/ V R? — z2dx
-R
2. A laide du changement de variable = Rsin(u), montrer que
D = 2R2/§ cos®(u)du
-3
3. Retrouver le résultat connu.
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