Chapitre 30 : Fonctions de deux
variables
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1 Notions fondamentales

1.1 Sous—ensembles de R?

~— Définition 1. N

Soit D C R2.

e D est un pavé de R? signifie qu’il existe deux intervalles de R, I et J, tels que

D=1IxJ

Lorsque I et J sont ouverts, on parle de pavé ouvert.

e D est un disque de R? signifie qu’il existe Q(zo,y0) € R? et R > 0 tels que
D= {(x,y) € B, / (x—20)’ + (y— o) < B}
e D est un demi-plan de R? signifie qu'’il existe (a,b) € R? et R > 0 tels que
D={(z,y) €R? /y>azx+b} ouD = {(z,y) €R? /y<az+b}

Y Y )

A A A

1.2 Définitions

~{ Définition 2. .

Une application f est une fonction de deux variables réelles signifie qu’il existe D C R? tel que

D—R
f:{ (z,y) = flz,y)

D est I'ensemble de définition de f.

Exemple 3

1. La fonction (z,y) — zy est une fonction de deux variables définie sur D = R2.

In(z)
)

2. La fonction (z,y) —

~ Définition 4. N

Soit D C R2. Soit f: D — R. Soit (z0,y0) € D.
On appelle fonctions partielles en (zg, yo) les fonctions définies par

est une fonction de deux variables définie sur D = R} x R*.

Tyo s f(2,90) et fuo 1y f(z0,9)

L’ensemble de définition de ces fonctions dépend de D.
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Exemple 5 Pour f : (z,y) € R? — xy, les fonctions partielles en tout point de R? sont des fonctions linéaires.

1.3 Surface et ligne de niveau d’une fonction de deux variables

—| Définition 6. N

Soit D C R2. Soit f: D — R.
On appelle surface de f ensemble Sy = {(z,y, f(x,y)), (z,y) € D}. Cest un sous-ensemble de R3.

Soit k& € R. On appelle ligne de niveau k de f I'ensemble Cy = {(z,y) € D/ f(z,y) = k}
C’est un sous-ensemble de D.

Exemple 7 Voici les surfaces des deux fonctions de 'exemple 1.

Exemple 8 Soitf : (x,y) € R? — 2 + y + 1. Déterminer la surface de f.

2 Reégularité d’une fonction de deux variables

2.1 Continuité

~— Définition 9. N

Soit D un pavé ouvert de R2. Soit f : D — R. Soit (xg,%0) € D.
On dit que f est continue en (xg, yo) lorsque

Ve>0,3n>0/Y(z,y) €D, |[(x—z0,y—w)l| <n=|f(z,y) — f(zo,y0)| < €

\. J

— Définition 10. N

Soit D un pavé ouvert de R2. Soit f : D — R. Soit (xg,%0) € D.
On dit que f est continue sur D lorsque f est continue en tout point de D.

Remarque 11 La continuité des fonctions partielles n’impliquent pas la continuité de f.
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2.2 Dérivées partielles

~| Définition 12. N

Soit D = I x .J un pavé ouvert de R?.
Soit f : D — R telle que les fonctions partielles en tout point de D soient dérivables.

0
e On appelle dérivée partielle de f par rapport a x la fonction notée —f définie par

ox

Y(e.y) € D, 3L (z,) = £ (29)

0
e On appelle dérivée partielle de f par rapport a y la fonction notée —f définie par

Ay
of
V(l‘,y) € D7 3_(x7y) = f;(may)
Y
Remarque 13 Le symbole 0 se lit dé rond.
. In(x) . o
Exemple 14 Soit f : (z,y) = ——. La fonction f est définie sur D = R* x R*.

Déterminer les dérivées partielles.

T
Exemple 15 Soient n € R et R € R fixés. Soit f: (T, V) — nRV.
Déterminer le domaine de définition de f puis ses dérivées partielles en tout point.

Remarque 16 Les dérivées partielles sont également des fonctions de deux variables.

~—| Définition 17. \

Soit D un pavé ouvert de R2. Soit f: D — R.
On dit que f est de classe C! sur D lorsque

e Les fonctions partielles sont dérivables,

e Les dérivées partielles sont continues sur D.

\. J

,—[Théoréme 18 (Opérations sur les dérivées partielles).} |

Soit D un pavé ouvert de R2. Soient f,g: D — R de classe C' sur D. Soit A € R.
1. La fonction f + \g est de classe C! sur D et

f+rg) Of . By  O+X) Of . g
Ox - Oz +)\'8x ot Oy Oy +>\'8y

2. La fonction fg est de classe C! sur D et

_of 9g ., Of9) _ oF 99
= Xg+f><8xet ay _8ng+fX8y
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,—[Théoréme 19 ("Composée“).} |

Soit D = I x J un pavé ouvert de R?. Soit f: D — R de classe C' sur D.
Soit u : R — I, dérivable sur R et soit v : R — J, dérivable sur R.

La fonction F : ¢t — f(u(t),v(t)) est définie et dérivable sur R et

vVt eR, F'(t) = u'(t).%(u(t), v(t)) + v'(t).g—j;(u(t), v(t))

Exemple 20 Soit f : R? — R?, de classe C! sur R?. Soit F : ¢+ f(t2,t +2).
Montrer que F est dérivable sur R et déterminer F’.

2.3 Gradient et points critiques

~ Définition 21. N

Soit D = I x .J un pavé ouvert de R?. Soit f: D — R de classe C* sur D.
Soit (zo,y0) € D.
On appelle gradient de f en (xg,yo) le vecteur défini par

of

or (5507 Yo)
grad f (x0, yo) =

of

8_y (z0,%0)

Remarque 22 La ou le gradient est non nul, il est perpendiculaire & la courbe de niveau. Autrement dit, la
tangente a la courbe de niveau est perpendiculaire au gradient.

~| Définition 23. N

Soit D = I x J un pavé ouvert de R?. Soit f: D — R de classe C' sur D.
Soit (x0,y0) € D.
On dit que (zo,yo) est un point critique de f lorsque graa f(zo,y0) = (0,0).

Exemple 24 Trouver les points critiques de f : (z,y) — 22 — 4z + y> — 3y.

Théoréme 25.

Soit (a,b,c,d) € R*. Soit f : [a,b] x [c,d] — R une fonction de classe C!.
La fonction f atteint son maximum et son minimum en des points critiques ou au bord du pavé.

Exemple 26 Soit f : (z,y) — 2% + y? — 22 — 4y.
Déterminer les extrema de f sur [0,3] x [1, 5].
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3 Dérivées partielles d’ordre deux

3.1 Définitions

~—| Définition 27.

Soit D = I x J un pavé ouvert de R2. Soit f : D — R de classe C' sur D.
On définit, lorsqu’elles existent, les dérivées d’ordre deux en (zg, yo) par

02 02
9z ch(xo,yo) 85: (af) (z0:%0) 6306{ (20, Y0) = 8£ <af) (20, %0)

0% f of (of 0% f of (of
ayg( T, Yo) = 8y (ay)(xmyo) ) ayax( To,Yo) = 8y (ax>($o7yo)

\

~| Définition 28.

Soit D = I x J un pavé ouvert de R2. Soit f: D — R.

sont continues sur D.

On dit que f est de classe C2 sur D lorsque les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 existent et

Exemple 29 Soit f: (z,y) € R x R* — y?sin

Calculer les dérivées partielles d’ordre deux en tout point de R x R*.

3.2 Théoréme de Schwarz

~— Théoréme 30.

Soit D = I x J un pavé ouvert de R2. Soit f : D — R de classe C? sur D.
0? 0% f
p, 2L _
V(z0,0) € D, 92y (20, Y0) By0z (0, %0)

xy(z? — y?)

’ 2
Zrge Montrer que f n’est pas de classe C* en (0,0).

Exemple 31 Soit f: (z,y) —
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