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Exercice 1 - Calculs.
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1
4. cos(x):§<:) EIkEZtelque:U:g+2k7roux:—%+2k7r.

L’ensemble des solutions est

g T+ 6km —7m + 6km
N 3 ’ 3

avec k € Z}

5. Soit x € R fixé quelconque.
On pose X = sin(x).

2sin?(z) — 3v3sin(z) +3=0 <= 2X? - 3v3X + 3 = 0 équation du 2d degré de discriminant A = 3 > (

3
<— X:\/gouX:\Qf

3
— sin(z) =V3 ou sin(z) = £
—— 2
impossible car V3>1

2
= x:g—l—Qkﬂ'oux:g—i—Qkﬂ, ke

2
Donc ’ensemble des solutions est | S = {7?: + 2k, ?F + 2k avec k € Z} .

6.(a) 0<8<9=0<vV8<VI=0<2v2<3={3-2V2>0|

(b) Ce sont deux réels positifs. On va comparer leurs carrés.
2
Puisque 3 — 2v/2 > 0 alors ( 3 — 2\@) =3-2V2.
Par identité remarquable, (v/2 — 1) = 3 — 2V/2.

Par passage a la racine carré, | /3 —2v2=v2 -1 |

(c¢) C’est une équation de second degré. On calcule le discriminant.
1
A=4—4x 1% (2v2+1)=3-2V2>0.

2+ V302,
5 -

4

(—24v2—-1) = —6+2V2 |et

Il y a donc deux racines réelles : x1 =

—2-1/3-2V2
Ty = 23 ‘[:2(—2—\@“):—2—2\/5.

1
Donc ’ensemble des solutions est {—6 + 2\@, -2 — 2\@} .

Exercice 2.
l.(a) Vn€Z, 3Im € Z | m? = n.
(b) Vn € Z, 3a € Z, 3b€ Z | m? = a® + b°.
(c) In€Z,JacZ IbeEZ | m?=a?+b%




(d =(FneN/VmeZ, n>m)=VYneN, Im € Z, n < m.
2. Soit f une fonction définie sur R.

(a) Vz € R, Vy € R, f(z) = f(y).

(b) Mz eR/ f(x)=0.

(c) Ve €R, Yy € R, f(z) # f(y).

(d) Jzo e R/ Vz €R, f(z) < f(z0).

Exercice 3.

1. u():(),ulzl,qul,U3:2,U4=3,u5=5,u6:8,U7:13,u8221 .

2. Montrons par récurrence que les termes de la suite sont & valeurs entiéres strictement positives,
excepté le premier terme.

» Pour tout n appartenant a N*, définissons la propriété : P(n) «u, € N* ».

» P(1) et P(2) sont vraies car u; =1 € N* et ug = ug +u; =1 € N*.

» Soit n € N* fixé quelconque tel que P(n) et P(n + 1) soient vraies.
On a upy2 = Upt1 + uy,. Or d’apreés P(n), u, € N* et d’aprés P(n+1), up4+1 € N*, donc leur
somme est aussi un nombre entier strictement positif. On en déduit que u,+2 € N*. Donc
P(n +2) est vraie.

» Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N* P(n) est vraie. On en
déduit que les termes de la suite sont & valeurs entiéres strictement positives, excepté le
premier terme (qui est nul).

3. Calculons le discriminant de ce trinéme : A = (—=1)2 — 4(—1) = 5.
Comme A > 0, I'équation a deux racines réelles r1 et 79 :

1++5 1-+5
g T Ty

r =

(r1 est bien la plus grande des deux.)

1
4. Montrons par récurrence que Vn € N, u,, = %(r’f — ).

» Pour tout n € N, définissons la propriété : P(n) «u, = —=(rf —r§)».

1
V5
1
» (I): —5(7"? —79) =0 et up = 0 donc P(0) est vraie .
Loy
—(r
\/5( 1
» (H) : Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) et P(n + 1) soient vraies.
On a upt2 = Upt1 + Up. Or d’aprés P(n) et P(n + 1), on peut remplacer u, et u,41 par
leurs expressions en fonction de 71, ro et n. D’ou

—rd) =1et u; =1 donc P(1) est vraie.

1
(P =yt = (] =)

V5

(Ml = (T )

Up+2 =

-85

= —((1+r)rl — (L +7r2)ry),

S

2

or 71 et 7o étant racines de 'équation : 22—z —1 = 0, elles vérifient r1+1 =12 et ro+1 = 7“%,

d’ou :

1
Un+2 = E(r?“ - 7“3”),

on en déduit que P(n + 2) est vraie.




» Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie. On en déduit
que

1
V5
5. 4 < 5 < 9 donc, en appliquant la fonction \/» strictement croissante sur Ry : V4 < V5 < V0.

Dou|2<+v5<3]|

1+2<1+x/5
2 2

Et -3 < —v/5 < —2 donc

VneN | u, =—=(r] —ry).

Donc 1 <

1-3 1 1-2
_ +\/5<

2 2 2
Onendéduit : | -1 <r<0<l<r |

< 0.

T2

1

D’aprés les signes de 71 (> 0) et de r2(< 0), =
m

—r
Or 0 < —r9 < 1 < 71 donc en divisant par 1 > 0, on obtient 0 < —2 < 1, d’ou
1

6. — Si g < —1, alors la suite (¢"),en n’est pas monotone, pas bornée et n’a pas de limite.
— Si g = —1, elle n’est pas monotone, n’a pas de limite mais est bornée entre —1 et 1
— Si —1 < ¢ <0, elle n’est pas monotone, est bornée entre g et 1 et lir+n q" = 0.

n—-+00o

— Si 0 < g <1, elle est décroissante, bornée entre O et 1 et lim ¢"™ = 0.
n—-+0oo

— Si ¢ =1, alors la suite (¢")nen est la suite constante égale a 1. Donc lil}rl 1" =1
n—-—+0oo

— Enfin, si ¢ > 1, alors la suite (¢"),en est croissante et non majorée car lirf q" = o0,
n—-+00

7. —1<ry<0etry >1donc lim ry =0, lim 7} = 400, et par somme | lim wu, = 400 |
n—oo n—oo n—oo

U
8. La suite < n+1> est bien définie car (d’aprés la question 2) pour tout n appartenant a N*,
neN*

Unp
up, # 0.

9. Comme lim u, = 400, on ne peut pas exprimer la limite de la suite en fonction de la limite
n—oo

de (u . Transformons 1’expression :
n)neN p

n+1 n+1
u T i

* n+l1 71 2
Vn € N* | W =
n 1 2

Factorisons le numérateur par 7"?“

Tn+1 1-— (12)”‘1’1 1 ra )"
unsr _ ! " - (%)

Vn € N¥, = =1r

n n+1°
= TTRE) )

et le dénominateur par 77 :

T9 . . n+1 . n
Or |—=| < 1. On en déduit que : lim (1 — (%) = lim (1 — (T—Q) ) = 1. d’ou
1 n—-+00 1 n—-+00 1
lim Untl _ r1.

n—-+4oo Up,




