Chapitre 1 : Raisonnements mathématiques 1

Exercice 1: Traduire mathématiquement les phrases suivantes :

1. La fonction f est constante sur R.
|3k eR, Ve eR, f(z)=kF.

2. La fonction f n’est pas constante sur R.
|3 (z1,22) € R?, f(21) # f(22).

3. Pour chaque entier, on peut trouver un entier plus grand.
|IVneN, FmeN, m>n.

4. Pour qu’un réel soit supérieur a 2, il suffit qu’il soit supérieur & 1.
IV eR, z>1=2x>2.

5. Pour qu’un réel soit supérieur a 2, il faut qu’il soit supérieur a 1.

IVx eR, z>2=x>1.

6. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un entier soit supérieur a 3 est qu’il soit strictement
supérieur & 2.

IVneN, n>3<n> 2.

Exercice 2: Ecrire les négations des propositions suivantes :
1. VNeEN, dneN, n<N.

AN e N, Vne N, n > N.
2. Az eR, v =22
| (Vo €R, z#2?)V (3(z1,22) €R?, 21 # 32, 11 =27 A 79 = 23).

Exercice 3: Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1.VzeR, VyeR, z+¢% = 1.
| C’est faux. Si on prend = 1 et y = 2, on n’a pas « + y> = 1.
2.VzeR, Iy eR, x+y>=1.

C’est faux. Prenons x = 2. Si on suppose la proposition vraie, 3y € R, 2 +¢y> =1 = ¢y? = —1.
C’est absurde.

3. IR, VyeR, z+y?>=1.
| C’est faux car la fonction y — 1 — y? n’est pas constante.
4. Iz €R, YR, z+y%=1.

| C’est vrai. Prenons z =1 et y = 0.

Exercice 4. Démontrer les deux résultats suivants :
l.Vz,yeR, F3zeR/z>x+y.
| Soient x,y € R. Prenons z = +y + 1.
2. 3z eR, /a2=1

On peut utiliser le fait que la fonction carré est une bijection de Ry dans Ry ou on démontre
Iexistence et 'unicité :

e 1 = 1 convient donc on a l'existence.
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e Supposons qu’il en existe deux : 3 (z1,22) € R%, 23 =23 = 1.

= (x1 —x2)(x1 + x2) =0 = 21 = 22 Ou 21 = —T9.
Comme ils sont tous les deux positifs, on a z1 = z9 d’ou 'unicité.

Exercice 5: Démontrer les résultats suivants :
1. Vn € N*, 6 divise 5n> + n.

On raisonne par récurrence.
Vn € N*, P(n) : 6 divise 5n° +n

e Initialisation : Pour n = 1, 5n® + n = 6 donc P(1) est vraie.

e Hérédité : Supposons qu’il existe un entier n > 1 tel que P(n) soit vraie.
5n+12+n+1=50*4+3n2+3n+1)+n+1=>5n+ 150>+ 15046 = 5n° + 15n(n + 1

Or, 2 divise n(n + 1) donc 6 divise 15n(n + 1).
Par somme, 6 divise 5(n + 1) +n + 1 et P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : Par le principe de récurrence, on a le résultat souhaité.

2. Montrer que la propriété "8 divise 9" + 1" est héréditaire.
Que peut-on en conclure ?
Supposons qu'il existe un entier n > 1 tel que 8/9™ + 1.
JkeN, 9"+ 1=8k=3JkeN 9" +1=908k—1)+1=28(9% —1)
Donc la propriété est héréditaire. Pourtant, on ne pourra jamais l’initialiser...

Exercice 6: Montrer que

VneN*l—i—l—i-l—F-i-l—n
"2 2x3  3x4 nn+1) n+1

On le fait par récurrence.

1 _n
+1) n+1

vne N, Pn): Y
= (k

! 1 1

e Initialisation : = =
o k(k+1) 1x2

1 1
i1 =3 donc P(1) est vraie.

e Hérédité : Supposons qu’il existe un rang n > 1 tel P(n) soit vraie.

1
5 De plus,

oo o 1 N 1
B k(k+1) (n+1)(n+2)

B
Il

(n+1)2 n+1
n+1)(n+2) n+2

e Conclusion : Par le principe de récurrence, on a le résultat souhaité.
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Exercice 7: Soit (uy)nen une suite de réels définie par
ug =3, up =7 Yn > 2, up = dup_1 — 6up_9

Démontrer, & I'aide d’une récurrence double, que
Vn eN, u, = 2"t 4+ 37,
On utilise une récurrence double.

VneN, P(n): "u, =2 43"
e Initialisation : Pour n = 0,201 +3°=24+1=3et 22 +3' =4 +3=7.
Or, ug = 3 et u3 = 7 donc P(0) et P(1) sont vraies.

Par hypothese de récurrence, on a u, = 2"+! + 37,

Upt1 = OUp — 6up_q

5(2n+1 + Sn) o 6(2” + 31171 —
2"(10 — 6) + 3"~ (15 — 6)
2n+2 +3n+1

e Conclusion : Par le principe de récurrence double,

Vn >0, u, = 2" + 37

Exercice 8: [**] Démontrer qu’un entier ne peut pas étre a la fois pair et impair.

e Hérédité : Supposons qu’il existe un rang n > 1 tel que P(n) et P(n + 1) soient vraies.

On raisonne par 'absurde. On suppose qu’il existe un entier n € N a la fois pair et impair.

1
El(kl,kg)ENtelquen:2k1:2k2+1:k1—k2:§.

C’est absurde.

Exercice 9: [**] Démontrer que ’ensemble des nombres premiers est infini.

fini.
Alors, In € N*, 3(p1,...,pn) ERY, P={p1,...,pn}.

n
Notons N = [] px + 1. Soit N est premier, soit il ne I’est pas.
k=1

e Supposons N non premier. Alors, 3i € [1,n], p;|N.

n
Or, p;| T1 pr donc, par somme, p;|1. C’est absurde.
k=1

Dongc, I’ensemble des nombres premiers est infini.

Exercice 10: [**] Démontrer que /2 est un irrationnel.

On raisonne par I'absurde : supposons que /2 soit rationnel.

Soit (p, q) € Z? tel que pged(p,q) =1 et V2 = b

.

\/izg o p? =9

= 3keZ p=2k

e Supposons N premier. Alors, 3i € [1,n], N = p;. Or, N > p; donc c’est absurde.

On raisonne par I'absurde. Supposons que 1’ensemble des nombres premiers (on le note P) soit
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= 3JkeZ, ¢ =2k
= JkeZ kel p=2ketq=2k
= pged(p,q) # 1
C’est absurde donc /2 est un irrationnel.
Exercice 11: [**] Existe-t-il un réel x tel que z = \/x + 67
On raisonne par analyse et synthése.
e Analyse : Supposons qu’il existe z € R tel que z = \/x + 6.
=Vi=z-6=z=2>-120+36=2%—132+36 =0
r=4ouzx=9
e Synthése : On regarde ensuite si ces candidats conviennent :
V446 # 4 mais V9 + 6 = 9 donc il existe bien un tel réel.
Exercice 12: [**] Montrer qu'il existe (a,b) € R? tel que
1 a b
v R 1 -2 =
veR eALeE Y Ty ao1 a1 2
On raisonne par analyse et synthese.
e Analyse : On suppose que
J(a,b) €R%, YV eR, 2 #1, 2 # -2 ! =2 4 b
’ ’ ’ ’ Trx—-1)(z+2) -1 x+2
Soit (a,b) € R? qui convient.
1 a(x+2) +b(x—1)
Ve R 1 -2 =
> WwER rFL T2 TG T e-DE+2)
= VeeR z#1l,2# -2, 1=(a+bzr+2a—-0
O=a+b
1=2a—-0b
1
a= -
b=—-
3
e Synthese :
1/3  1/3  1/3(x+2)—1/3(x —1) 1
V R ]., _2, - = =
veR Al esd =2 o (z—1)(z+2) (z—1)(z+2)
On a bien trouvé un couple de réels qui convient.
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