Chapitre 4 :

Etude de fonctions 1

Exercice 1 Déterminer les limites suivantes.

1.

@.U‘P.“!\D

T+5

24+ 1
x° —x
2 -1
e’ —2x +1 en +o00.

2

f(z)

en —+oo.

S~

T en +oo.

(z) =

(z) =

(x) = 3ace1
e’ +

(@)= 273

)=+vV1+z—+z—1en +co.

— =

en —+o0o.

~

T en +oo.

fz

7. f(x) = \/1+a:;\/1—ac en 0.

8. f(x)= 098(5.73)6_31 en +oc.
9. f(z) = sin(2x)

ox
10. f(z) = x sin(x)
1. f(z)

en 0.

8

ﬁ en +oo.

— e¥—sin(z)

en +o0o.

Correction

r+5
2 +1

lim f

1). Jm () =0]|

1. Soit x € R

T
. Soit x € R*.. =
a2 -1

Soit z € R} . e* —2x+1=¢e"

lim — = 0. Donc,

Par croissance comparée,
r—+00 et

2,
a2 T°e

Soit x € RY..

Or,

3zre = 3.

—x
lim
r—+00
e"+1 14e”®
e -1 1l-—e=
Il s’agit d’une forme indéterminée +o0o — (+00) ou les deux termes tendent vers +oo avec la

méme vitesse. Aucune mise en facteur ne conviendra. On multiplie par la partie conjuguée.

2

lim Xe¥X = 0. Par quotient,

X——0

= 0 donc e ¥

Soit x € RY.. . Donc,

lim f(z) =

T—+00

Vifz+vVz—-1 Vi+z+vVz—-1 Ji+z+J/z—-1
lim 1+ + vz —1 = +o00. Par quotient, hm (\/l—i—x—\/a?—l)—(].
r—r+00

Or,

On applique la méme méthode.
Viter—vV1i-z  (I+z)—(1-z)
x Ca(Vitr+VI—2)
Or, lin})(\/l + 2+ /1 — ) = 2. Par quotient,
T—

2
Vitzrz+vl—ao
lim(vV1+z—V1—-2)=1|
x—0

On utilise un encadrement de la fonction cosinus.
Vr € R, 0 < |cos(5x)] <1=0<|cos(hr)e 37| < e 32,
Or, —3z

lim cos(5z)e 3" =0|.

T—r+00

lim e
T—+400

sin(2r)
T

= 0. Par encadrement,

2

sin(2x)
: .

2x
sin(2x)
ST

sin(2z)
2z

sin(X
(X) = 1. Donc, par composition, lim
X z—0

1

X
o 2
Par produit, | lim =:t

z—0

10. On va utiliser un encadrement de sin. Vz € R, 0 < |sin(z)| <

rsin(x
Or, = 0. Par encadrement, | lim 27() =0/
z—4oo x4+ 1

1m NCEEY
z—+oo x4 4+ 1

11. Vz € R, z—1 < z—sin(z) = e ! < e () par croissante sur R de la fonction exponentielle.

Or, = +00|.

lim e:v—sin(:r)
T——+00

lim e*!

= 4oco. Par minoration,
r—r-+00
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Chapitre 4 : Etude de fonctions 2

Exercice 2 Aprés avoir donné leur ensemble de définition et justifié leur dérivabilité, calculer les
dérivées des fonctions suivantes.

1.
2.

3.

4.

f(z) = ze". In(1 +2?)

F(z) = %sin(Qm) ~ sin(z).
-

f@) =
fla) = 1 + sin(2z)

e -1

T) = exp (332>
=1+In(l—-=x)
l(z) = In (In(z))

) x

x) = In(2 + cos(z))
)
)

© ® N o
Q

cos(zr) — 3"

Correction

1.

La fonction f est dérivable sur R par composée puis produit de fonctions dérivables sur R et
Ve eR, fl(z) =e ® +a.(-22)e™ = (1—22%)e "
La fonction f est dérivable sur R par composée puis somme de fonctions dérivables sur R et
Vz € R, f'(z) = %.2 cos(2x) — cos(x) = cos(2z) — cos(x)

La fonction f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R avec un déno-
minateur qui ne s’annule pas et

e’(z? +3)—e*2z (22— 2z +3)e”
Vz € R, f’(l‘) = (272 + 3)2 - (562 + 3)2

La fonction f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R avec un déno-
minateur qui ne s’annule pas et

2 cos(2z)(cos(x) — 3) — (1 + sin(2z).(—sin(x))
(cos(z) — 3)2
_ 2 cos(2x) cos(x) — 6 cos(2z) + sin(z) — sin(2x) sin(z)
(cos(z) — 3)2

Vz eR, fl(z) =

La fonction z + 1 + 22 est définie sur R & valeurs dans [1, +oc[ et la fonction In est définie et
dérivable sur R* . Par composée, la fonction u :  +— In(1 + 22) est dérivable sur R et

2x

\V/$ € R7 u,(x) = m

La fonction f est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables sur R* avec un
dénominateur qui ne s’annule pas et

2
x . —In(1 4 22) 9

* 1 2
Vo e R, f(a) = x2 T lt+a? x2

D¢ ={x € R, 2+ cos(x) > 0}. Or,

Vr € R, —1 < cos(z)

<1
, 1 <2+ cos(x) <3
donc Dy = R. f est dérivable sur R comme composée d'une fonction dérivable sur R a valeurs

dans [1, 3] et d’une fonction dérivable sur [1,3] et

1 —sin(x)

Vz € R, f(z) = —sin(z) x 2+ cos(z) 2+ cos(z)
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Chapitre 4 : Etude de fonctions 3

7. Dy ={xz € R, 22 # 0} = R*. La fonction g est dérivable sur R* comme composée de la fonction

T — _—2 dérivable sur R* & valeurs dans R et de la fonction x — e® dérivable sur R et
€T

[

2
Vo € R*, ¢/(z) = —e=?
x g(2) =3

8.
D, = {zeR, 1—z>0etl+In(l—2z)>0}={zeR, z<let In(l—2z)>-1}
= {xeR,x<1et1—x2e_1}:{xeR,x<1etx§1—e_1}
Dy = ]—oo,l—e_l]

La fonction h est dérivable sur | — 0o, 1 —e~![ comme composée de la fonction z + 1 +1In(1 — z)
dérivable sur ] — co,1 — e ![ & valeurs dans R, et de la fonction = — /z dérivable sur R* et

—1 1 1
Vo €] —oo,1—e [, W(z) = X =

-z 2T+l —2) 2-1yit(_2)

9. Dj={zeR, z>0et In(z) >0} ={r R,  >0et x> 1} =1, 400
La fonction [ est dérivable sur |1, 4o00[ comme composée de la fonction z — In(z) dérivable sur
]1,4+00[ a valeurs dans R et de la fonction x — In(x) dérivable sur R*. On a :

1 1 1

Va €]1,+ool, I'(z) = 2 In(z) xln(z)

Remarque : Ceci nous dit aussi que la fonction = — In(In(x)) est une primitive de la fonction

T ﬁ(m) sur |1, o0l

2% — 220 — 1
Exercice 3 Soit g : v — ———————
z3—1
1. Etudier la branche infinie de la fonction g.
Correction On est face a une forme indéterminée =52. On va modifier écriture de g(z) pour
z € R.
3 2 _ 1 2 _ 1
€T ( -2z *3) 2-5 -
Ve >1, g(z) = e = S
x x

. 1 . 1 . .
Or, xll)rfoo ol 0 et xgrfw e 0 donc par somme et quotient xll}rlloog(x) =2.

On a également zgr_noog(x) =2
La droite d’équation y = 2 est une asymptote horizontale a la courbe de g.

2. Déterminer la position de la courbe représentative de g par rapport a la branche infinie.
Correction Pour avoir la position de la courbe par rapport a son asymptote, on doit étudier le
signe de la quantité g(x) — 2 pour = € R.

Vo > 1, g(az)—QZ%
On construit alors le tableau de signe du quotient.
T —0o0 % 1 400
—2z 4+ 1 + 0 - -
23 —1 - — 0 —
g(z) — 2 - + H -
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Chapitre 4 : Etude de fonctions 4

1
Donc, la courbe représentative de g est au-dessus de la tangente sur }2, 1[ et en-dessous sur

:|—OO,;|:C]1,+OO[.

Exercice 4 Pour chacune des fonctions, étudier la parité et donner son intervalle d’étude.

1. z — In(|z]).
Correction La fonction est définie sur R et Vo € R, In(| — z|) = In(|z]).
Dong, la fonction est paire et on peut I’étudier sur R .

2. x + sin(2?).
Correction La fonction est définie sur R et Vo € R, sin((—22) = sin(z?).
Dong, la fonction est paire et on peut I’étudier sur R .

2
-1
3. r— x3 .
x>+ x ) ) )
—)?2—1 —1 —1
Correction La fonction est définie sur R* et Vo € R*, ( x) N - =— x, .
—z)3—z  —(x3+2) 3+

Donc la fonction est impaire et on peut I’étudier sur R .

Exercice 5 Soient f et g deux fonctions définies sur R croissantes sur R.

1. Etudier la monotonie de f + g.

Correction Soit (x,y) € R? tels que = < .

= f(z) < f(y) et g(z) < g(y).

= f(z) + g(z) < f(y) + g(y) par addition d’inégalités.
Donc f + g est croissante sur R.

2. Si f et g sont a valeurs positives, étudier la monotonie de f x g.
Correction On suppose maintenant que f et g sont a valeurs positives.
Soit (z,y) € R? tels que = < .
= f(x) < f(y) et g(z) < g(y).
= f(z).9(x) < f(y).9(y) par produit d’inégalités.

Donc fg est croissante sur R.

Exercice 6 Pour chacun des cas, déterminer I’ensemble de définition et I’expression de la fonction
gof.
1. f(x) = 2% -2 et g(z) = In(x)
Correction Dy = Ret D, = R% et Dyoy = {x € Dy tel que f(z) € Dy} = {z € R tel que 2% — 2 > 0}.

Or,z2—-2>0< x> —v2ouz > V2 donc Dgor =] — o0, —V2[U]V/2, +o0].

Vi €] — oo, —V2[U]V2, 400, go f(z) = In(z? — 2).

2. f(z) =22 —-2r+3et g(z) = 7z
x
Correction Dy = Ret Dy = R% et Dyoy = {x € Dy tel que f(z) € Dy} = {z € R tel que 2* — 22+ 3 > 0}.

Or, A > 0et f(0) =3 donc f est toujours strictement positive.
Donc, Dyor = R et

1
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Chapitre 4 : Etude de fonctions 5

T+ 2 41
= W=y
1. Montrer que les tangentes au point d’abscisse a = 0 des fonctions f et g sont paralleles.
Correction Les fonctions f et g sont dérivables sur R comme quotient de fonctions dérivables

avec un dénominateur qui ne s’annule pas et

Exercice 7 On définit deux fonctions f et g sur R par f(x)

2?4+ 1—(z+2)(22) —2?—4dr+1

Vz e R, f(z) = CESIE — S
—z2—2x+1
Yz €R, ¢'(z) = IR

Done, f/(0) =1 et ¢'(0) = 1.
Les tangentes en 0 ont donc le méme coefficient directeur donc elles sont paralléles.

2. Montrer que les tangentes au point d’abscisse a = 1 sont sécantes.

Correction f'(1) = 1 donc ’équation de la tangente en @ = 1 a la courbe de festy = (z—1)+=.

2
—1 -1
Jg(1) = 5 donc I’équation de la tangente en a = 1 a la courbe de g est y = 5 (x—1)+1.
On cherche un point d’intersection entre les deux droites.
3 -1 3 -1 2
- H+-=—@@-1+1s (z—-1)=— = -
(x—1)+ 5 5 (z—-—1)+1< 2(m ) 5 Pr=3

, 27
Donc les deux tangentes sont sécantes en 36)
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