Chapitre 5 : Fonctions usuelles 1

exp(x) + exp(—m).

Exercice 1 Soit f la fonction définie par f : x +— 5

1. Donner ’ensemble de définition de f.
Sur quel ensemble suffit-il de I’étudier ?
Correction La fonctions f est définie sur R.
Elle est paire donc on peut les étudier sur [0; +00].

2. Déterminer les variations de la fonction f.
Correction La fonction f est une somme de fonctions dérivables sur R donc elle est dérivable sur
R.

T _ g%

Vo e R, f'(z) = © 5
On étudie ensuite le signe de la dérivée. Sot x € R.
f’(:v)zO@ex—e*’EZO@exZe*x@ezxZ1@3:20

Finalement, f est croissante sur R, et décroissante sur R_.

3. Calculer les limites de f aux bords de son ensemble de définition et tracer son graphe.
Correction Par samme de limite, lim f(x) = 4o00. Par parité, lim f(z) = +o0.
T—-+00 T—r—00

cos(z)

Exercice 2 Soit g la fonction définie par g : z — — .
sin(x)

1. Donner I’ensemble de définition de g.
Sur quel ensemble suffit-il de I’étudier 7 On notera cet ensemble D.
Correction Dy = {x € R, sin(z) # 0} = R\ {kw, k € Z}.
™
La fonction g est impaire et m—périodique. On peut réduire ’ensemble d’étude a D = }0; 2} .
2. Déterminer les variations de la fonction g sur D.
Correction La fonction g est dérivable sur D, comme quotient de deux fonctions dérivables sur
D, avec un dénominateur qui ne s’annule pas.

—sin?(z) — cos?(x -
Vx € Dy, g'(x) = (ilrz(x))Q =2 - sinQEHJ)

La fonction g est décroissante sur D.
3. Calculer les limites de g aux bords de D et tracer son graphe.

Correction Soit k£ € Z. lim C?S(x) = +oo et lim C,OS(:E) =
a—0+ sin(z) z—z - sin(x)
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Chapitre 5 : Fonctions usuelles 2

Exercice 3 Résoudre les équations suivantes.

1. 2% — 5e?* +2 = 0.
Correction 2e** — 5e?* + 2 = 0 est équivalente & 2X? — 5X + 2 = 0 avec X = e?*. Résolvons
cette équation.

A:25—16:9>0.Ilyadonc?racinesréelles:Xlzﬁ—g:2ouX2:¥:%

1 1 In(2
Cela donne deux valeurs possibles pour z : x; = 3 In(2) ou z9 = 5 In (%) =— n; )
g Ste
2
. . e’ +e " T —x 2x T 2 N
Correction Soit t e R. ————— =2 e"+e "=4 e +1=4e" = X" -4X +1=0o0u
X =e€".

A=16—-4=12=(2v/3)? > 0. Il y a donc deux racines réelles : X; = =2++3ou

423
X2:2f:2—\/§.

Finalement, il y a deux solutions pour z : z; = In(2 + v/3) et z2 = In(2 — v/3).

3. VP = /1"
Correction Soit x € RY. VP = /2" & eVFnl) = (V) o | /rin(z) = xIn(y/T) car x — e”
est une bijection de R sur R
& Vrln(z) = gln(x) & In(z)Vx(l — \éf) =0 < In(z) = Oouz =
1oux=4.
Donc, 1 et 4 sont les solutions.

4. 22x _ 393—% — 31—{-% _ 221:—1'
Correction On va modifier I’écriture de cette équation :
2290 _ 3$—% —_ 333-4—% _ 2295—1 = 2290 4 229:—1 _ 31?-‘1-% 4 3$—% = 2290 (1 + %) = 37 (\/§+ %) =
220 % 3 =37 x
S =

4423
2

xT
§<:>m:00u:c:

V3
2x 3 x
2 _ 8 _ (2 . 2 — *
& (\/g) =35~ (\/g) . Or, la f02n(:t10nacH3 <\/§) est une blject?ion de R sur R’ donc
2z qz—1i _ ox4i  52s-1 2\ _ (2 _ _ 9
2 3772 =32 -2 @(73) _(75) <:>2:E—3d0ncw—2.

Exercice 4 Etudier en détail les fonctions suivantes.
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1
1. x— x>
. . e 1 1

Correction Notons f la fonction définie par  — 2z = ez (@),

(a) Dy={reR/x#0et x>0} =R:.

(b) La fonction = +— % est définie sur R* et a valeurs dans R. Elle dérivable sur R comme
quotient de deux fonctions dérivables sur R avec un dénominateur qui ne s’annule pas.
Par composée avec I'exponentielle, la fonction f est dérivable sur R et

1

Vo €RL, f(z) = 2 xx; (@) 1@ _ 1 —ig(x)e;m(x)

Cette dérivée s’annule en x = e. Elle est positive sur ]0; e] et négative sur |e; +oo[. Dot le
tableau de variation

x 0 e —+00

+ —

|
fa) | | T

In(z)

(c) Calculons les limites. lim =0 et e’ = 1. Par composée, lim f(z)=1.
T——+00

fle)=e" =et o
5611)1%1+ o (=32) oo et Xgrgm e 0 donc xll)r{){r f(z) =0.
T 0 € +00
ra@ |||+ -
1
Qe
0 1

2. z— (x4 1)".
Correction Notons f la fonction définie par z — (x + 1)® = e®In(@+1),
(a) Dy ={xeR/z+1>0} =] - 1,400
(b) La fonction z +— xIn(x 4+ 1) est définie sur | — 1, +00[ et & valeurs dans R. Elle dérivable sur

| —1, +00[ comme produit et composée de fonctions dérivables sur | — 1, +o00[. Par composée
avec I’exponentielle, la fonction f est dérivable sur | — 1, +00] et

YV E] — 1,+OO[, f,(.fb') _ ln(:c + 1) + _Tr e:r:ln(a:+1)

r+1
On veut étudier de la signe de g : z — In(x 4+ 1) + f_ T
x
Cette fonction est dérivable sur | — 1, +00[ comme somme de fonctions dérivables sur | —
1, +o0| et
1 z+1—x x+2
Vo €] -1, . d(x) = = >0
@ €] Focl, g () a:—|—1+ (x+1)2  (x+1)?
La fonction g est donc strictement croissante sur | — 1, +o00]. Elle ne s’annule donc qu’une

seule fois. Or, g(0) = 0 donc f’ ne s’annule qu’en 0.
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T —1 0 +o0
| - +

fa) | | T~

(c) Calculons les limites. lim zln(z+1) = 4ocet lim e* = +oo.

T——+00 T——+00
Par composée, lim f(z)= +oc.
T—+00
f(0)=¢e"=1.
lim zln(z+1)=+4occet lim eX = +oodonc lim f(x)= +oo.
z——1*+ X —+o00 z——1t
T -1 0 400
r@ || - +
+00 +00
() ~_
1
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