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Exercice 1. — Calculs

1. Soit f la fonction définie sur R% par Vo € R%, f(z) = In(z) — 2/z.
La fonction f est dérivable sur R} comme somme de fonctions dérivables et

Or,Vz e R%, 1 — /x>0« 2 > 1. Donc, f’ est positive sur ]0, 1] et négative sur [1,+o0l.
Donc, f est croissante sur ]0,1] et décroissante sur [1, +o0].
On en déduit que f est majorée par sa valeur en 1 : Vo € RY, In(z) — 2y/z < —2 donc, en particulier,

Vo e R, In(z) < 2y/x |

2. (E):2sin’z — 5sinz +2 =0.
Posons X = sin(x). Alors (E) <= 2X? — 5X + 2 = 0. C’est une équation du second degré en X. En calculant
son discriminant, on trouve que cette équation a deux racines réelles qui sont 2 et % Ainsi,

2sin’z —5sinz +2=0 <= sinz =1 ou sinz =2
<= sinx = 3 car sinz = 2 n’a pas de solution
< sinzx=sing
= x:%+2k7roux:%”+2kmkel

Donc I’ensemble des solutions de cette équation est kLeJZ{% + 2km, 3T + 2km} |

3. (a) Soit z € R. On sait que 0 < (sin(x))? < 1. Donc, par somme, | z < f(z) <z +1 |

(b) lim = +oo. Par comparaison (minoration) de fonctions,| lim f(z) = +oo |

T—+00 T—+00
lim (x 4+ 1) = 4o00. Par comparaison (majoration) de fonctions, | lim f(z)= —o0 |
T—r—00 r—r—00
: 2
(c) Soit x € R. /() =1+ M
x x

On sait que 0 < (sin(z))? < 1. Donc, par quotient puis somme, | 1 <

1
De plus, lim (1 + ) = 1. Par le théoréme d’encadrement, | lim —= =1 |

li
r—r+o0 X

Exercice 2.

1. On pose f:z— In(l +x) —z.

(a) Soit z € R.
f(x) existe <= 1+4+2>0
= r>-1

Donc ’ensemble de définition de f est | — 1,400 |

(b) f est la somme de deux fonctions dérivables sur D donc f est dérivable sur D.

, 1 -z
VCUGD,f(l’)—1+x =11z
(c) e Signe de f’ : f/'(z) est du signe de —z car Vz € D, 14+ 2 > 0.
Ainsi, f est strictement croissante sur | — 1, 0] et strictement décroissante sur [0, +-00[.
e Limiteen —1: lim (1+xz) = 0et lim In(y) = —oo donc par composition des limites, lim In(14+z) = —oc.
z—=—1 y—0 z——1
Ainsi, par somme des limites, wllnjl flx) = —c0.

Donc la droite d’équation z = —1 est asymptote verticale a la courbe.



e Limite en +oo :
somine.

Ve e Ry, f(z) =—2 (1 -

T

0 +)

In(1 1 1+2 In(z) +In(1+21) 1 In(1+2

on v e e 0H0) (6 0) )+ (14 2) he) | (14 2)
x N x
1 In(1+ =
Or lim n(z) = 0 par croissances comparées et lim M = 0 par quotient de limites.
r—+o0o I r—+o00 xr
In(1
Donc, par somme des limites, lim 1 — M =1.
xr— 400 x
Puis, par produit des limites, liT flx)=—00 |
Tr—r+00

e Nous constatons que f présente un maximum en x = 0 donc il est intéressant de connaitre sa valeur en

0. On trouve : f(0) = 0.

On en déduit le tableau de variations suivant.

T -1 0 +o00
f'(x) + | -
0
f a ¢

(d) On déduit de I’étude précédente le graphe de f.

courbe représentative de

1.0 1

0.5 4

la fonction f

S ———— T Fp——

nous devons factoriser car nous sommes en présence d’'une forme indéterminée de la

2. D’apres le tableau de variations, f admet un maximum en z = 0 et f(0) = 0 donc Vo € D, In(l + ) — z < 0.

On en déduit :

VeeD, In(l+z) <z |

3. Soit k € N* fixé

1 1
%>0doncE€

In(1
Or n( +/€

quelconque.

1
] — 1, 4+00[. On peut donc appliquer I'inégalité précédente a 7 In (1 + =

1) —1In <k+1> =1In(k + 1) — In(k). Ainsi,

k

Exercice 3 - Trigonométrie.

1. Questions préliminaires

1
k

In(k+1) —In(k) <

x| =

C246+2V12  842x2vV3 2443

) <\/§+\/6

>2

. Donc, puisque

V246

4 42 42 4 4
2+V3 _ vV2+V6
4 4 '
2
. V6 - V2 2-V3 V6-V2 2-V3 _V6-V2
De méme, = et > 0, donc = .
4 4 4 4 4
1 20
(b) D’aprés une formule de trigonométrie, | cos? § = H%() .

1
< =
)<i

0:



(¢) Appliquouns la formule précédente avec § = % Sachant que cos% =5 on obtient :

2 _ 2
12 2
2+3
4

/2 3 /2 3
On en déduit deux valeurs possibles pour cos T ocos = = +V3 ou cos — = — + f
12 12 4 12 4

T 7r T
Or cos 2 > 0 car B € [O, 3 [, intervalle sur lequel le cosinus est strictement positif.

2+V3 Cos(vr)_\/§+\/5'

. Ainsi, d’aprés la premiére question, 1 7

Donc cos I _
12 4

T
Pour calculer sin 13’ on utilise la formule de trigonométrie :

V3

1+ — 2_./3
sin? %Jrcos2 % = 1. Donc sin? % =1- > 2 4\[. Or sin% > (0 car % € }O,g{. On en déduit :
o 2-V3 " . Ty V6—v2
smﬁ: 1 . D’ou, d’aprés la premiére question : | sin (ﬁ) =— |

2. Soit 0 € R fixé quelconque.
cos(36) = cos(20 + 6) = cos 20 cos § — sin 20 sin §. Or cos 26 = 2cos? — 1 et sin 20 = 2sin 6 cos 6.
Donc cos(36) = (2cos? — 1) cos § — 2sin® § cos 0. Puis, avec sin® @ = 1 — cos? 0 :

cos(30) = 2cos® — cos — 2 cosO(1 — cos? 0). D’ott | cos 30 = 4 cos®(0) — 3cos(d) |.

3. (a) Tout réel = appartenant a [—1, 1] peut s’écrire x = cos 6, avec 6 € R.
Soit z € [—1,1]. Il existe 6 € R tel que x = cosf. Ainsi :
x est solution de 8% — 62 — /2 = 0 si, et seulement si, 8 cos® § — 6 cos(6) — v/2 = 0.

8cos?f —6cos(f) — V2 =0 < 2 (4cos® 0 — 3cos(0)) — V2=0
2
— 2c0s(30) = V2 <= cos(30) = g

<= cos(36) = cos <E>

4

— EIkEZtelqueQ:%+2kwou30:—g+2kﬂ
T 2km T 2km

< ElkEZtelqueo—E+TOu9—*ﬁ+T

On représente alors les valeurs possibles pour 6 sur le cercle trigonométrique (*) :



Ainsi, on peut affirmer que :

3 T 3m 177
8x 6z \f 0 < z = cos 1 oux COS<4) oux cos(12

Remarque (*). Comme le cosinus est une fonction paire, il n’est pas nécessaire de considérer les autres
angles.

Ainsi, sur [—1, 1], 'ensemble de solutions est

s 37 T
S0 = {cos (E) , COS (4) , COS (12> } .

(b) Dans la question précédente, on a trouvé trois expressions pour les solutions. Il faut s’assurer que ces trois
expressions sont bien différentes deux a deux.

177 T 177 T s
=——+27rdonccos— =cos| —— ) =cos| — |.

12 12 12

T u . . . A
Or0< <1< <7 et la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, 7],

d (1)< ™\ - 91A"(£)< Iimy 3™ Done les trois sol
onc cos 12 COS 12 COS 12 . IIISI, COSs 12 COS 12 COSs 4 . onc les trois solu-

tions obtenues a la question précédentes sont deux a deux distinctes. Donc cette équation posséde au-moins
trois solutions.

Or on a admis qu’elle posséde au-plus 3 solutions. On en déduit que ’équation posséde exactement 3 so-
lutions, qui sont celles obtenues & la question précédente. On a calculé les valeurs des cosinus au début de

VE+v2  VE—-vV2 V2
4 4 2 (]

I’exercice. Dot 'ensemble des solutions de I’équation : | S = {

Exercice 4.
1. Premiére méthode.
(a) Soit (a,b) € R?.

(a+b)*

(a+0).(a+b)
= (a® +3a®b+ 3ab® + b*)(a + b)
a* + 3a3b + 3a2b% + ab® + a®b + 3a%b% + 3ab® + b*

Donc, | (a +b)* = a* + 4a%b + 6a2b? + 4ab® + b* |




()Smth[

(E)

t ¢ 0

En divisant par 2, on obtient que | I’équation (F) est équivalente a I’équation (E') |

] \/cos )+ \/sm > 0. Donc,

4
<\/cos(x) + \/blﬂ(ﬂ?)) =1
4 3 2 3 4
\/cos +4\/cos \/sin +6\/cos \/sinx +4\/cos \/smx +\/sin =1
cos(x)? + 4 cos(x)\/cos(x)\/sin(x) + 6 cos(z) sin(z) 4+ 4+/cos(z)/sin(z) sin(z) + sin(x)? = 1
4 cos(x)+/cos(x)+/sin(x) + 6 cos(z) sin(x) + 4+/cos(x)+/sin(z) sin(x) =
24/ cos(x) sin(z) (2 cos(x) + 3+/cos(x) sin(z) + QSin(aj)) =0

(¢) e Siz=0,2cos(0)+ 34/cos(0)sin(0) + 2sin(0) =2 > 0.

. ™ e T
e Siz=— X 2005(2)4-3 COb(2>bln(2>+251n(2> =2>0.

° sixE}O g{ 2cos(z) > 0, y/sin(z) > 0, \/cos(z) > 0 et sin(z) > 0.

Par somme de réels strictement positifs, 2 cos(z) + 34/cos(z) sin(z) + 2sin(z) > 0

Finalement,

(d) Soit z € [o,

Vo € [0, g} , 2cos(x) + 34/cos(z) sin(x) + 2sin(z) > 0. |.

m . L.
5] On raisonne par équivalence.

(E) cos(x) sin(z) (2 cos(x) + 34/ cos(x) sin(z) + 2 sin(:r)) =0

cos(z)sin(z) =0

cos(z) =0 ou sin(x) =0

tr e 2

™
:0 = —
xT oux B

Donc, | § = {O,E} .

2

2. Deuxiéme méthode.

(a) Soit a €]0,1[. a®> — ya = a* — a'/2.
Or, la fonction z > a® est décroissante sur Ry car a €]0, 1[. Donc, a® — a'/? < 0.

Donc, | a® < \/a |

(b) Soit x € }O, g [ 1> cos(z) > 0et 1> 4/sin(xz) > 0.

Par la question précédente, \/cos(z) > (cos(z))? et /sin(z) > (sin(z))2.

2

Par somme d’inégalités, \/cos(z) + /sin(x) > (cos(z))? + (sin(x))2.

Donc, | y/cos(z) + +/sin(z) > 1

T
(¢) D’apres la question précédente, ’équation (E) n’a pas de solution dans }0, 5 {

Il reste a vérifier pour 0 et g

e Pour z =0, y/cos(0) + /sin(0) =

1.
e Pour x = ﬁ, cos (E) + 4 /sin (E> =1
2 2 2

Donc, | S = {O,E} .

2




