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1 Définitions et premiers exemples
1.1 Symbole Z

Définition 1.

Soit (m,n) € N2 avec m < n. Soient Z,,,...,z, € R une famille de réels.
La somme de tous les réels x pour k variant de m a n se note

Zl'k:xm+xm+l+"'+xnfl+xn

k=m

On trouve aussi les notations suivantes

n

IETID DT S

k=m m<k<n ke[m,n]
Exemple 2.

12
.21:1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1:12.
i=1

5
.21:1+2+3+4+5=15

1= =1 =2 1=3 1=4 1=5

Remarque 3.
1. Cette notation se lit comme dans une boucle for en informatique.
2. Par convention, lorsque m > n, la somme est vide et vaut 0.
3. Dans la somme, I'indice k est une variable muette.
4

. En dehors de la somme, I'indice k n’existe pas.

k
Exemple 4. Chercher l'erreur dans Z Tk

k=0
L’entier k est a la fois I'indice muet e la somme et a la fois le dernier rang pour la somme.

1.2 Sommes usuelles

[Théoréme 5 (Somme de constantes).]

Soit a € R. Soit n € N*.

3

Démonstration: Soit a € R. On raisonne par récurrence.

Vn € N*, P(n): ”Za = na”
k=1

I Pour n =1.
1

Za =aet 1lxa=adonc P(1) est vraie.
k=1
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H Soit n € N* tel que P(n) soit vraie.
n+1

Za—Za—i—a =na+a=(n+1la

Donc P(n —|— 1) est vraie.
C Par le principe de récurrence, ¥n € N*, P(n) est vraie. [ |

Remarque 6. Soit a € R. Soit n € N*. Z a=(n+1)a.
k=0

[Théoréme 7 (Somme des entiers de 1 & n)]

neN, Y k=3 k= nle )

k=1 k=0

Démonstration: On raisonne également par récurrence.

* .” _ TL(TL + 1) ”
vn e N*, P(n): Zk_T
k=1
I Plour n=1.
Z =1le 1 >2< 2 _ 1 donc P(1) est vraie.
k=1
H Soit n € N* tel que P(n) soit vraie.
— n(n+1) n (n+1)(n+2)
Zk—2k+ n+1 5 +(n+1):(n+1)(§+1):f
Donc P(n —|— 1) est vraie.
C Par le principe de récurrence, Vn € N*, P(n) est vraie. [ |
2n n
Exemple 8. Soit n € N*. Calculer Z k et Z k.
k=1 k=2
[Théoréme 9 (Somme des carrés des entiers de 1 a n)]
n
n(n+1)(2n +1)
Vn € N* =) k=
» Z 5
k=1
Démonstration: On raisonne également par récurrence.
- n(n+1)2n+1),
VneN', P(n):7 ) K = ST
k=1
I P?ur n=1.
Zk2 =1let % = 1 donc P(1) est vraie.
k=1
H Soit n € N* tel que P(n) soit vraie.
n+1 2
1)(2 1 2 1 1)(2
Zkz Zk2 +(nt 1) Rwﬂnﬂ)zz(”“) <71(716H+(n+1)> _ (n+1)( n6+7n+6).

D’autre part,

(n+Dm+2)2n+1D+1)  (n+1)n+2)2n+3)  (n+1)(2n° +Tn+6)
6 6 6

Donc P(n + 1) est vraie.

S. Freyssinet BCPST 1.1 2024—2025



C Par le principe de récurrence, Vn € N*, P(n) est vraie. [
[Théoréme 10 (Somme géométrique).]
Soit g € R. Soit n € N*.
n
1 _ qn+1
1. Si 1 k=~
ig#1, Y q - ¢
k=0
n
2. Sig=1, qu:n—i—l.
k=0
Démonstration: On a besoin d’outils vus plus loin. |
1
Exemple 11. Soit n > 1. Calculer Z ok
k=0
n n k 1 1 1
ZLZZ 1 :17(5)7& :172n+1:2 1_ 1 . 1
2k 2 1-1 1 on+1 on
k=0 k=0 2 2
2 Regles de calculs
2.1 Relation de Chasles
[Théoréme 12 (Relation de Chasles).]
Soit (m,n,p) € N® avec m < p < n.
Soient x,,, . ..,x, € R une famille de réels.

n P n
dowk=) wt Y wm
k=m k=m k=p+1

Démonstration: Soit (m,n,p) € N* avec m < p < n.
Soient Zy,, ..., T, € R une famille de réels.

n P n
Za’k:xm+~~~+xn:xm+~~~+mp+a:p+1+-~~+a:n: szﬁ- Z Tk
k=m k=m k=p+1 |

n
Exemple 13. Soit n > 5. Calculer Zmin(k, 5).
k=1
On va couper la somme a 5.
n 5 n
Z min(k,5) = Z min(k,5) + Z min(k, 5)
k=1 k=1 k=6
5 n
- Yy
k=1 k=6
5 % 6
= —5 t 5(n—6+1)
= 5m—-10=5n-2)
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2n
k
E le 14. Soit n > 1. Calcul —1.
xemple oit n > acuer;{zJ
On va couper la somme selon que 'indice est pair ou impair.

2n n n—1
k 20 20+1
S5 = 2525
k=1 =1 £=0
n n—1 1
= L ¢
EDNIEE]
(=1 =0
n(n+1 =
7+t
=0
~ onn+1)  (n—1)n
2 + 2
= n2
2.2 Linéarité

[Théoréme 15 (Linéarité).]

Soit (m,n) € N? avec m < n.

Soient Ty, .-« Try Yms - - - Ym € R une famille de réels. Soit A € R.
D (wntu) = Y @t ) w
k=m k=m k=m

> Cu) = A) w
k=m k=m
Démonstration: Soit (m,n) € N*> avec m <p < n.
Soient T, ..., Tn,Ym,--.,Ym € R une famille de réels.

n

Z(Jrk+yk):xm+ym+m+xn+yn:xm+~~~+xn+ym+~~+xn:me—Zyk
k=m k=m k=m
Soit A € R.

n

D OU) =M A = A oY) =AY
k=m

k=m |
Exemple 16. Soit n € N*. Calculons S = Z(Qk +1).
k=0
Démonstration :
> @k+1)=2 k+21:2@+(n+1) =(n+1)?
k=0 k=0 k=0 |

n
Exemple 17. Soit n > 1. Calculer S = 2(8 — 2k + 6k%).
k=1
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DS B-2k+6k%) = > 8-2> k+6> K

k=1 k=1 k=1 k=1

n(n+1) +6n(n+ 1(2n+1)
2 6

8n—nn+1)+nn+1)2n+1)

2n® 4+ 2n% + 8n = 2n(n® +n + 8)

= 8n—2

2.3 Sommes télescopiques

,—[Théoréme 18 (Sommes télescopiques).} |
Soit (m,n) € N? avec m < n.
Soient z,,,...,x, € R une famille de réels.
n n
> (@ig1 = T) = Tnt1 — Tm 5 D (T — Tig1) = T — Tnt1
i=m i=m
Démonstration :

n

E (Tit1 — i) = Tm41 — Tm + Tmt2 — Tmg1+ -+ Tn — Tne1 + Tntl — T = Tngl — T
i— [ |
1=m

- 1
Exemple 19. Calculer S = Z —_—
k=1

Rk + 1)
On a déja démontré que Vk € [1, 1], —— 11
n 1Montr —_— = - = .
! au TRk Tk

n

+
z": 1 S 1 1) 1 1 n
—k(k+1)  —\k k+1) 1 n+l n+l

" 1
Exemple 20. Calculer S = Zln (1 + E)
k=1

,—(Théoréme 21 (Somme géométrique).}

Soit ¢ € R. Soit n € N*.
n 1_qn+1
1. Si 1 =
ig#1, > g =
k=0
2.8q=1,> ¢*=n+1
k=0
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Démonstration: 1. Soit ¢ € R, g # 1. Soit n € N*. Notons S = Z q~.
k=0

S—q5 = > d-aqd ¢
k=0 k=0
n

(1-g9s = > (¢F-d")
k=0
_ 1— qn+1
_ . n+l
donc, S = 1=
1-g¢g

2. Siq:l,S:Zl:nJrl.
k=0

2.4 Changement d’indice

Remarque 22. Soit n € N*.

Sk+12=22 4324+ 40+ (n+1)2=> K
k=1 k=2

n
Exemple 23. Proposer une autre écriture de Z(k —1)3.
k=1

n n—1
k=1 =>"k
= k=0

k=1

[Methode 1 (Changement d’indice).j

Soit (m,n) € N? avec m < n. Soient Z,,, ..., Z, € R une famille de réels.
)

Le changement d’indice j = k 4 1 se fait en 3 étapes :

j 1 1
k € [m,n] j:(?ﬂj em+1,n+1]

1. Changement de l'indice inférieur de la somme : kK = m devient j =m + 1
2. Changement de l'indice supérieur de la somme : k = n devient j =n+1

3. Changement de l'indice dans le terme général : x4 devient z;

n+1

n
g Te+1 = E X
k=m

j=m+1

n+1
Exemple 24. Soit n € N*. Donner une autre écriture de Z Tp_o.

k=2
On applique le changement de variable j = k-2 < k= j+ 2.

1. La borne inférieure devient j = 2 — 2 = 0.
2. La borne supérieure devient j =n+1—-2=n—1.

3. Le terme général x;_o devient 2,120 = x;.
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n+1

n—1
E Tp—_o = E Zj
k=2 3=0

,—(Théoréme 25 (Sommes télescopiques).} \
Soit (m,n) € N? avec m < n.
Soient x,y,, . ..,T, € R une famille de réels.
n n
Z(mi—H - 3171) =Tp41 — Tm Z(»”Cz - fl?i+1) =ZTm — Tpti
i=m i=m

\ J

Démonstration: Soit (m,n) € N? avec m < n.

Soient T, ..., T, € R une famille de réels.
n n n
E (33i+1 - mz) = E Ti+1 — E X
i=m i=m i=m

= Z Ty — Z:Ez
j=m+1 i=m
n n
= Tp4+1+ Z xj—<xm+ Z :cz>
j=m+1 i=m+1
= Tn+4+l1 — Tm

~— Théoréme 26. N

Soit a € R. Soit (m,n) € N? avec m < n.

n

Za:(n—m—i-l)a
k=m

\ J

Démonstration: On va faire commencer la somme a 1 pour appliquer le théoréme 6.
On applique donc le changement de variable j = k —m + 1.

1. La borne inférieure devient j =m —m+1=1.
2. La borne supérieure devient j =n —m + 1.

3. Le terme général a devient a.

n n—m-+1
a= a=n—-m+1a
k=m j=1 |

~ Théoréme 27. )

Soit ¢ € R. Soit (m,n) € N? avec m < n.

n

1. Sig=1, qu:n—m—l—l.
k=m

n

2.8iq#1, > ¢"=q"
k=m

n—m-+1

1—¢
1—gq

\ J

Démonstration: Soit ¢ € R. Soit (m,n) € N? avec m < n.
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1. Sig=1, zn:qk:ilznferl.
k=m k=m

2. On va faire commencer les sommes & 0 pour appliquer le théoréme 8.
On applique donc le changement de variable j = k — m.

e La borne inférieure devient j = m —m = 0.
e La borne supérieure devient j = n — m.

gm _ gi g,

e Le terme général ¢* devient ¢

n—m n—m n—m41

ddt=> q"d=¢"> ¢ —gm ——
k=m j=0 =0 q

3 Sommes doubles

3.1 Définitions

e Soit n € N*. Soient z1,...,z, € R une famille de réels.
k|1 2 | ... n
X1 X9 N In

n
La somme g x, peut se comprendre comme la somme des termes inscrits dans une ligne d’un tableau.
k=1
e Si le tableau contient deux lignes,

k 1 2 n
X1,1 x1,2 N T1,n
X211 x2.2 T2.n

n n
la somme de tous les éléments du tableau devient S = Z Tk + Z T k-

k=1 k=1
e Si le tableau contient trois lignes,
k 1 2 . n
X1,1 Z1,2 e T1,n
21 | 2,2 | --- Z2.n
x3,1 x3,2 e Z3.n

n n n 3 n
la somme de tous les éléments du tableau devient S = E 1k + E To g + E T3 ) = E E ek
k=1 k=1 k=1 =1 k=1
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3.2 Sur un rectangle

[Théoréme 28 (Somme sur un rectangle).]

Soit (m,n) € N2, Soit (z;x,0 <j <m, 0<k <n) une famille de réels.

Z1,1 x1,2 000 T1,n
T21 x2.2 000 T2.n
Tm,1 Tm,2 500 Tm,n

La somme de tous les éléments du tableau se note Z xj, et on peut la calculer de deux facons.

0<j<m
0<k<n

m
e On additionne les termes de chaque colonne k, ij,k puis on additionne tout.
§=0

n m
DT ED B DI
0<j<m k=0 \j=0
0<k<n
n
e On additionne les termes de chaque ligne 7, (Z xj,k> puis on additionne tout.
k=0

m n

E : Ljk = E : Lj,k
0<ji<m j=0 \k=0
0<k<n

Exemple 29. Soit (m,n) € N2. Calculer Z ok,

0<j<m
0<k<n
_ n m _ n mo n 1 _ gm+l1
DRI Sl D3t Sel I o1 €5 3] I ot
0<i<m k=0 \j=0 k=0 §=0 k=0 N
+1 1__2n+1 1 .
= (2™l 1) — =2 o)t o1
( ) e = (2 ) )
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3.3 Sur un triangle

[Théoréme 30 (Somme sur un triangle).]

Soit n € N. Soit (2, 0 < j <k < n) une famille de réels.

T1,1 X1,2 o060 oo T1,n
x2.2 6060 500 T2.n

3,3
Ln,n

La somme de tous les éléments du tableau se note Z x;; et on peut la calculer de deux fagons.

0<j<k<n
k
e On additionne les termes de chaque colonne k, g 2% | puis on additionne tout.
Jj=0

n k
§ xj,kZE: Emj,k

0<j<k<n k=0 \ j=0

n
e On additionne les termes de chaque ligne 7, ij k| puis on additionne tout.

Exemple 31. Soit n € N*. Calculer Z

1<j<k<n

x|,

1<j<k<n k=1 \j=1 k=1 j=1
"1 k(1) Kk+1
- Yy
k=1 k=1
1 n n
- (D)
k=1 k=1
1 /n(n+1 n
= = n
2 2
_ n(n+3)
B 4

11
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4 Calculs de produits
4.1 Symbole H

~—| Définition 32.

Soit (m,n) € N2 avec m < n. Soient Z,,,...,z, € R une famille de réels.
Le produit de tous les réels xy pour k variant de m a n se note

n
Hl’k:(EmeEm+1X"'X$n,1X{En
k=m

On trouve aussi les notations suivantes

n

o= I == I =

k=m m<k<n ke[m,n]

Exemple 33.

12

. Hl =1.
=1
5

o Hi:2x3><4><5=120.
=1

n
e Va€R, V(m,n) EN2, m<n= H a=a"""m",
k=m
Remarque 34.
1. Cette notation se lit comme dans une boucle for en informatique.
2. Par convention, lorsque m > n, le produit est vide et vaut 1.
3. Dans le produit, I’indice k est une variable muette.

4. En dehors du produit, 'indice k£ n’existe pas.

4.2 Produits usuels

~— Théoréme 35.

Soit a € R. Soit (m,n) € N? avec m < n.

n
H @ = an—m+1
k=m

\

~| Définition 36.

Soit n € N*.

n
On appelle factorielle de n et on note n! le produit n! = H 1.
i=1

Par convention, 0! = 1.

12
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Théoréme 37.

13

1)!
VneN, n+1)!=nlx(n+1) et (n;l;')zn+1.

4.3

,—(Théoréme 38 (Relation de Chasles).}

Reégles de calculs

Soit (m,n,p) € N® avec m < p < n.

\

Soient x,y,, . ..,T, € R une famille de réels.
n p n
H T = < Z‘k> X H T
k=m k=m k=p+1
,—(Théoréme 39 (Multiplicativité).} |
Soit (m,n) € N? avec m < n.
Soient T, - .-\ Tys Ym, - - -, Ym € R une famille de réels. Soit A € R.
n n n
H (vp.yx) = H g X H Yk
k=m k=m k=m
n n
(Age) = AT
k=m k=m
,—(Théoréme 40 (Produits télescopiques).) |
Soit (m,n) € N2 avec m < n.
Soient x,, ..., z, € R une famille de réels non nuls.
L x ooz x
k+1 +1 k
H _— n— 9 H = m
e Tk Tm b Th41 Tn+1

,—(Methode 2 (Changement d’indice).}

Soit (m,n) € N2 avec m < n. Soient ,,,...,z, € R une famille de réels.

Le changement d’indice j = k + 1 se fait en 3 étapes :

k € [m,n] j:¢k>+1j €m+1,n+1]

1. Changement de l'indice inférieur du produit : £ = m devient j =m + 1

2. Changement de I'indice supérieur du produit : k = n devient j =n+ 1

3. Changement de l'indice dans le terme général : x4 devient z;

n n+1
o= 11 =
k=m Jj=m+1
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5 Coefflicients binomiaux

5.1 Définitions et propriétés
~{ Définition 41. 5

Soit n un entier naturel non nul et £ < n.

n
On appelle coefficient binomial et on note < k) I’entier défini par

k! = K —k)!

<Z> nn—1)...(n—k+1) nl

Pour k£ > n ou k < 0, par convention, <Z> =0.

Exemple 42. (g) —1, (T) —n, (Z) - @ ot (Z) -1

,—[Théoréme 43 (Symétrie des coefficients binomiaux).} |

\ J

Soit (n, k) € N? tel que k < n.

Démonstration: Soit (n, k) € N tel que k < n.

n n! n! n! n
(k) T K-k -k (n—k)n—(n—Fk) (n—k) -

5.2 Triangle de Pascal

~ Théoréme 44. N

Soit (k,n) € N? avec 0 < k < n.
n+1\ (n 0 n
k) \k k—1)

\ J

Démonstration: Soit (k,n) € N? avec 0 < k < n.

n n n! n! n! n!
<k> + (k - 1) T Mok T E-Dn—k_D)  Bm—R  k-Dln—k+ D)

B nl(n—k+1) nlk

Tk tm—k)n—k+1)  k(k—1D!(n—k+1)!
_ onln—k+1)+nlk n!

T T Hmtl-k! K+ 1-k)!

- () .

Remarque 45. Avec cette formule, on peut calculer les coefficients binomiaux de proche en proche.
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0
0

e Pourn =0

—

(=]

)=t
o=t () <o (}) <

o1 ()= ()= ()

e pourn=3 () =1, (7) = (7) + (7) =2 1=5.(3) = (§) =9 (5) =2

Remarque 46. On peut représenter les coefficients binomiaux dans un tableau. C’est sa forme triangulaire qui
donne le nom de Triangle de Pascal.

e Pour n =2

(
(

p 0 1 2 3 D

|
—

Il
—

WD O =[O

=
I
—

—
T 2R R 2
Il
[a—y
T 2T

L)

S
S L
o 3

|
—
r—l+/—\
== 3

n+1 <

Théoréme 47.

o +
—
N
|
[a—y
R\
3

VneN, Vk<n, (Z) €N.

Démonstration: On raisonne par récurrence.

Vn € N*, P(n): "Vk € N tel que k < n, (Z) eN”

((1)) =0eNet (1) =1 € N donc P(1) est vrai.
H Soit n € N* tel que P(n) soit vrai. Soit k € [0,n + 1].
Si k=0, (”gl) —0cN.

n+1
ik = 1 =1 .
Sik=n-+ ’(n—i—l) eN

Si0 <k <n+1, par le triangle de Pascal, (n Z 1) = <Z> + (kﬁ 1).

1
Or, par hypothese de récurrence, (Z) et (k " 1) sont des entiers. Donc, <n;§|— ) est aussi un entier.
Donc, P(k + 1) est vrai.

C Par le principe de récurrence, la propriété est vraie. ]
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5.3 Bindome de Newton
Théoréme 48.

Soit n € N*. Soit (a,b) € R2.

(@)=Y (Z) a*bnk = En: <Z> a" kot

k=0 k=0

Démonstration: Soit (a,b) € R%. On va raisonner par récurrence.

n

¥n €N, P(n):"(a+b)" =Y <Z> af ok

k=0
I Pourn=0:
0
Z (2) a"°™ " =1 et (a+b)° = 1 donc P(0) est vraie.
k=0

H Soit n € N* tel que P(n) soit vrai.

(a + b)n _ (Z) akbnfk

k=0

(a+b)"" = (a+b) (Z <Z> akb"k>

k=0

_ az (Z) aFprk +bk70 (Z) R

k=0
- ]; (";) a" ]; (Z) akpr ik
On effectue le changement d’indice £ = k 4 1 dans la premiére somme.
nt1 n
(@+b)"™ = > (/_L 1) ap" " 4 ;) (Z) abprik

+

o n Lyn+1—£ = N\ k;nt+1—k
= <€_1)ab Jr;(k)ab

=1

Z) g Tipnti-(nt1) + Z ((il 1) afonti—t 4 Z (Z) akprti—k 4 <g> Opntt
=1 —_——

SN
_

k=1

l=n+1 k=0

- n+1\ ni1,0 - n n kyntl—k n+1\ 0,041
= (e e ()« (1) o (7)o

_ n+1\ ni1,0 —~ (n+1 kypntl—k n+1\ o nt1
= (nJrl)a b+2( i )ab + 0 ab
— —

k=1
k=n+1 k=0

n+1 +1

_ n kyn+l1—k

= (M)
k=0

Donc, P(k + 1) est vrai.

C Par le principe de récurrence, la propriété est vraie.

Exemple 49. Soit (a,b) € R2.
e (a+0b)3 =a®+3a%b+ 3ab® + b*
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o (a+b)*=a*+4a®b + 6a%b? + 4ab3 + b*

e (a+b)°>=a’+5a*b+ 10a3b? + 10a%b® + 5ab* + b°

17

~— Théoréme 50.

Soit n € N*.
" /n " /n
_on _1\k —
> (3)=2er (1) -t =0
k=0 k=0
Démonstration : e On applique le binébme de Newton avec a = b = 1.
- n _ = n k qn—k __ n __ on
Z<k> _Z(k>1 1P+ ) =2
k=0 k=0
e On applique le bindme de Newton avec a = 1 et b = —1.
= n k _ = n k qn—k _ n __
> (k)(—l) =Y (k)(—l) AP = -1+ 1" =0
k=0 k=0 |
2024—2025

S. Freyssinet BCPST 1.1



