Devoir maison n°3
\w — Méthodes de calculs, Complexes
- et Applications. —

Exercice 1 - Calculs.

1. Soit n€N. Calculer ) 27,

1<i<j<n

2. Donner I'écriture trigonométrique des complexes suivants.

(@A) z=2-2i.

1+1
3. Soit 0 € R. Soit n € N.

—i\8
(b) z:(l—f) .

(a) Montrer que sin’(6) = 3sin(6) ; sin(36) .

n
(b) En déduire une expression simplifiée de Z 3ksin3 (3_k)
k=1

Exercice 2 — Sommes et complexes.

Soit n € N. Soit 6 € R. Soit x € R.
1. Questions préliminaires.

(a) Montrer que
Y(a,b) € R?, 2cosasinb = sin(a + b) + sin(b — a)
(b) (non faisable sans les complexes) Simplifier

n
Sp=Y e
k=0

(on distinguera plusieurs cas selon les valeurs de )
(c) (non faisable sans les complexes) Déterminer la partie réelle de S,,.

. 1
" 1 sm((n+ E) 9)
Z cos(kB) = > + —
k=0 ZSin(E)

(d) (non faisable sans les complexes) En déduire

2. On suppose dans cette question que e?™* # 1 (x ¢ {kzx, k € Z}). On propose de calculer les

sommes i i
Ap=) cos®(kx) et B, =) sin®(kx).

k=0 k=0
(a) Calculer A, + B,.

n
(b) i. Montrer que A, — B, = )_ cos(2kx).
k=0
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ii. En déduire une expression simplifiée de A, — B,.

(c) En déduire des expressions simplifiées de A, et By,
n
3. On s’intéresse maintenant a la somme suivante D, (x) =1+2 Z cos(kx).
k=1
(a) Calculer D,(0).
(b) On suppose dans cette question que x €]0; 7 |.
sin((n+3)x)

sin(3)

En utilisant les questions préliminaires, montrer que D, (x) =

(c) Dans la suite, on considerele cas n =4
i. Déterminer les valeurs de x € [0, 7] pour lesquelles D4(x) =0
.. b4 T 3n T
ii. Calculer D4 (E)’ Dy (Z)' Dy (Z)’ Dy (5) .

Exercice 3 - Etude de fonctions.

R — R
1. Soit g: 2x

X e
x2+1
(a) Justifier que g est définie sur R.

(b) Montrer que g est impaire. Qu’en déduit-on sur la courbe représentative de g?
(c) Montrer que g est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

(d) Etablir le tableau de variation de g. On justifiera précisément I'étude du signe de la dé-
rivée et les calculs de limites.

(e) Tracerl’allure de la courbe représentative de g dans un repére orthonormé. On prendra
pour échelle 3cm pour 1 unité.

(f) Déterminer I'ensemble image g(R).
(g) g est-elleinjective de R dans R?
(h) g est-elle surjective de R dans R?

(i) Déterminer en justifiant brievement deux intervalles (pertinents) I et J tels que g soit
bijective de I dans J.

+1
2. On définit la fonction f par f(x) = ln(f—).
-X

(a) Déterminer I'’ensemble de définition & de f.

(b) Montrer que f définit une bijection de 2 dans R et déterminer 'application réciproque
.

(c) Pour tout y € R, exprimer go f~'(y) al’aide de !, en fonction de y.
En déduire une expression simple de fogo f~!

Exercice 4 - Applications.

Soient E, F, G trois ensembles et soient des applications f: E— Fetg: F — G.
1. Justifier que I'application go f est bien définie.

2. Montrer que si go f estinjective de E dans G et f surjective de E dans F, alors g est injective
de F dans G.

3. Montrer que si go f est surjective de E dans G et g injective de F dans G, alors f est surjective
de E dans F.
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