CPST . . . .
\ Corrigé du devoir maison n° 3
118& 1_2’!}_ — Meéthodes de calculs, Complexes et Applications. —

Exercice 1 - Calculs.
1.
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2. (a) 2] = V8 =2v2 donc z =2 — 2i = 2¢/2 ({ - 1{) Donc, | z = 2v/2e7 1% |
(b) 173 V2e i —e %.Donc, | z=e 7
I+i 2e T
3. Soit 8 € R. Soit n € N.
(a)
1-— 2 i — 20) si
sin®(#) = sin?(6). sin(f) = #.sin(e) = sin() COQS( 0) sin()
Or, sin(6) cos(260) = sin(39) +2 sm(—@). Donc,
) sin(30) — sin(9)
, sin(f) - ——————= - .
sin® (6) — 9 _ sin(d)  sin(36) n sin(6)

2 2 4 4

3sin(f) — sin(30)

Finalement, | sin®(0) = 1

(b) On applique la formule précédente avec © = —-.

- 0 — 3 0 30
ko . .
;3 sin® <3k> = g T {3 sin (31€> — sin (311)]

& 0 1 4
ko3 _ n+l .
Donc, 3713 sin (3k> =1 [3 sin <3n) - 35111(9)} .

Exercice 2 - Sommes et Complexes.

1. (a) Soient a et b deux réels.
sin(a — b) + 2cosasinb = sinacosb — sinbcosa + 2cosasinb = sina cosb + sinb cos a = sin(a + b)

(b) Sie? =1,onalS,=n+1|
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Sinon, d’aprés la formule de somme géométrique, E et — 7
—e
=0




(c¢) On factorise par I’angle moitié au numérateur et au dénominateur.

1 — eilnt1)0 el(n+1)0/2 (e—i(n+1)€/2 _ ei(n,+1)0/2)

1— el - ei0/2 (e=i0/2 — ¢i0/2)
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Re(S,) = Rel|em/2_— N =2/
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On applique ensuite la question préliminaire avec a = - et b=

P (G DR
2o (7)

Donc,

1)6
M et on obtient

. 1
1 sin ((n + 2) 9)
D’Ofl, Re(Sn) = 5 +

. 0
2sin (2>

(d) Z cos(k#) = Re (S,,) donc si el =1, on a Zcos(k@) =n+1|
k=0 k=0

Sinon,

. 1
om0

2.(a) Ap + B, = Z cos®(kx) + Z sin?(kx) = Z (cos?(kz) + sin®(kx)) donc | A, + B, =n+1 |
k=0 k=0 k=0

n

(b) i A, —B,= ZCOSQ(/CI') - ZsinQ(kx) = Z (cos?(kz) — sin®(kz)) donc| A,, — B, = ZCOS(Qkx) )
k=0 k=0 k=0 k=0

ii. On applique la question préliminaire avec 8 = 2z et on en déduit que

1
sin((n—l—) 2x> .
An - Bn - 1 + 2 dOIlC An - Bn - 1 + Sln((QirL + 1)x)
2 ) (235) 2 2sin(z)
2 sin >




1 in((2 1 1 1 1 in((2 1
(¢) Onrésout le systéme et on obtient| A, = 1 + Sm(i SZI?_x) oy ;_ =- —2|— 4 W

3.(a) D,(0)=1+ Qicos(O) donc| D,(0)=2n+1 |
k=1

(b) On suppose dans cette question que x €]0, 7].

D,(z)=1+2 zn:cos(kx) =142 <Zn: cos(kz) — 1) = Qi:cos(kx) -1

k=1 k=0 k=0

sin ((n + ;) :r)
Or, el # 1 donc | D, (z) = —
sin (5)

(¢) 1. D4(0)=9et Dy(n) =1—2+2—2+2 =1 donc les solutions de I’équation appartiennent & ]0, 7r[.
Soit x €]0, 7].

sin (<4+ 2) a:) 9 9
Dy(z)=0%< :0<:)Sin<2> =0« 3k € Z tel que ?Zlﬁreth]OﬂT[

()

2k
@EIkEZtelqueszﬂ- et z €]0, 7|

Donc 52{9,97379

2r Am 27w 871'}

5D —Sin<91)d D, (Z) =1
i 4()_Sin(z) one 4()_ :

):1+\/§+0—\/§—2donc D4(z)=—1 :

o

o

a1

D4<?Zr)1\@+0+\/§2donc D4(I>1 .

De méme, | Dy (E) =-2|

Exercice 3 - Etude de fonctions.

1. (a) g est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur R (car Vo € R, 1+ 22 > 0).

Donc g est définie sur R |

2(—x) —2z
b) Vx € R, g(—x) = = = —g(x). | Donc g est impaire | On en déduit que sa courbe
(b) 9(—x) P41 1l g9(z) g P q
représentative est invariante par symétrie centrale de centre O.

(c) g est une fraction rationnelle donc elle est dérivable sur son ensemble de définition, R.
2(x? +1) — (22)%  2(1 —2?)
EtVz e R, ¢'(z) = = .
9'(x) (22 + 1)2 (22 4+1)2
(d) Puisque g est impaire, on peut se contenter de I’étudier sur R,. On obtiendra ensuite toute la courbe
a partir du tracé sur R, en effectuant une symétrie centrale de centre O.
g’ () est du signe de 1 — 22. On en déduit le tableau de variation (sur R, ) :

x 0 1 0 4o
g'(x) + -
1
g A N\
0 0
Précisions sur les valeurs et limites :
En0:¢9(0)=0
2 2
En +o00 : Vx € RY, = = . Donc i =0 otient des limites.
n +oo : Vr 1, g(x) PA+L) 21+ D) ne lim par quotient des limites

3



(e) On en déduit ’allure du graphe de g :

-4

(f) D’apres I’étude précédente (tableau de variation ou graphe), la fonction étant continue, | g(R) = [—1,1] |

1
(g) 2+# 5 et g(2) = g(1) donc | g n’est pas injective de R dans R |.

(h) 3 n’a pas d’antécédent par g dans R donc | g n’est pas surjective de R dans R |.

(i) Posons | I =[—1,1] et J =[—1,1] | g est strictement croissante sur I donc injective de I dans J. De

plus, J est 'ensemble image g(I) = J, donc g est surjective de I dans J.

Finalement, | g est bijective de I dans J.

2. (a) f(x) est défini si (z+ 1) et (1 — z) sont de méme signe et non nuls donc | D =]-1,1] |

(b) Soit y € R fixé quelconque.
Etudions I’équation suivante, d’inconnue z € D : f(z) = y.
F() =y & (¥ — 1) = (eV +1).

Puisque €¥ 4+ 1 est non nul (>1), il y a une solution unique z = z;_ﬂ On vérifie que z+1 = je_:l >0
et l—xz= e%ﬂ > 0 donc cette solution est bien dans D.
f est donc une bijection de D dans R et son application réciproque est :
_1 R — D
f = e¥—1
T 5

(c) Vy e R, go f1(y) = % = f~1(2y) donc| fogo f~! = 2idg |ot idg est Iidentité de R/

Exercice 4 - Applications.

Soient E, F'; G trois ensembles et soient des applications f: F — F et g: F — G.

1. L’ensemble d’arrivée de f est 'ensemble de départ de g, donc | 'application g o f est bien définie |

2. On suppose que g o f est injective et que f est surjective.
Montrons que g est injective (c’est a dire que V(z,2') € F?, g(x) = g(2') = x = /).
Soient (z,2') € F? fixés quelconques tels que g(z) = g(z’) (¥).
x € Fet f: E— F est surjective, donc il existe t € E tel que f(t) = x.
De méme, 2’ € F et f: E — F est surjective, donc il existe ¢’ € E tel que f(t') = o'
A partir de I’égalité (*), on obtient donc g(f(t)) = g(f(t')), c’est a dire go f(t) = go f(¥'). Or go f est
injective. On en déduit t = ¢'. D’ou f(t) = f(t'), c’est & dire z = 2.

On en déduit que g est injective |.

3. On suppose que g o f est surjective et que g est injective.
Montrons que f est surjective (c’est a dire : Vy € F, 3z € E: f(z) = y).
Soit y € F fixé quelconque. On peut lui appliquer g : F' — G (car y € F, ensemble de départ de g).
Donc g(y) € G, et G est ensemble d’arrivée de gof. Or gof : E — G est surjective. Donc il existe = € E tel que
g(y) = go f(x). Ainsi, g(y) = g(f(z)). Or g est injective, donc on en déduit y = f(z).

On en déduit que f est surjective |




