Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 1

Exercice 1 Déterminer le terme général des suites suivantes
1. ug=3et Vn € N, upt1 = —uyp.
2. ug=0et Vn €N, upr1 = 2u, + 1.
3.ug=—-letVneN, upy1 =1—u,.
4

ug=2et Vn €N, uyy1 = ul.
On pourra faire une conjecture ou utiliser la suite v définie par ¥n € N, v, = In(uy,).

Correction
1. (un)nen est une suite géométrique de raison —1 et de premier terme ug = 3 donc Vn € N, u,, =
3x (=)™
2. On reconnait une suite arithmético-géométrique.

(a) Recherche du point fixe

SoitzeR., z=22+12=-1

(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire
On pose : Yn € N, wy, = u,, — (—1) = up, + 1.

VYneN, wpt1 =upt1 +1=2u, +1+1=2>u,+1) =2w,

La suite (wp)n>0 est donc une suite géométrique de raison 2 et de premier terme w, =
ug+1=1.

VneN, w, =2"

(c) Expression du terme général
De plus, Vn € N, u,, = w,, — 1. Donc,

VneN, u,=2"—-1

3. On reconnait une suite arithmético-géométrique.

(a) Recherche du point fixe

1
Soit x € R. le—x@)x:§

(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire

1
On pose : Vn € N, wn:un—i.
Vn € N, wn+1:un+1_§:1—un—§:§—un:—wn
La suite (wy)n>0 est donc une suite géométrique de raison —1 et de premier terme w, =
1
Uy — = = ——.
0727 2

(c) Expression du terme général

1
De plus, Vn € N, u,, = wy, + 3 Donc,

3 1
VneN, u, =—=x(-1)"+ =
neN, u 2><( ) 5
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Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 2

4. On conjecture que Vn € N, u,, = 22".
I Pour n =0, up = 22 = 2! = 2 donc P(0) est vraie.
H Soit n > 0 tel que P(n) soit vraie.
Upy1 = ul = (227)2 = 22%2" = 22" donc P(n+ 1) est vraie.

Exercice 2 Déterminer le terme général des suites suivantes.
1. ug=1,up =0et Vn € N, upyo = dunt1 — 4uy.
2. up=1,u; =2et Vn € N, upi2 + 2upy1 — 3u, = 0.
3. ug=1,u1 =0et Vn € N, upt2 = 2upy1 — 2Up.

Correction

1. L’équation caractéristique associée & cette suite est 2 = 42 —4 de discriminant A = 16—16 = 0.
4
Cette équation admet donc une racine double z = 3= 2. On en déduit la forme du terme général
de la suite u

(A, B) e R* VneEN, u, = (A+nB) x 2"

Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.

w=A=1 L A=t
w=(A+B)x2=0 B=-1

L’unique suite définie dans I’énoncé a un terme général de la forme : Vn € N, u,, = (1 —n)2".

2. L’équation caractéristique associée a cette suite est 2% + 2z —3 = 0 de discriminant A = 4412 =
—2+4+4

2

16 > 0. Cette équation admet deux racines x; = =1 et 29 = —3. On en déduit la forme

du terme général de la suite u
(A, B) eR*, VneN, u, = A+ B(-3)"

Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.
1

w=A+B=1 B=-
< 5
u=A—-3B=2 A="°
4
. NP e . 5—(=3)"
L’unique suite définie dans 1’énoncé a un terme général de la forme : Vn € N, u,, = —
3. L’équation caractéristique associée a cette suite est 22 — 2z +2 = 0 de discriminant A =4 —8 =
2+ 2i
—4 < 0. Cette équation admet deux racines complexes conjuguées z; = ; =1+1iet
2—2i ]
Zy = =1-1i
T2

On détermine I’écriture trigonométrique d’une des racines : 1 +1i = V2e't.
On en déduit la forme du terme général de la suite u

3(A,B) eR?, Vn e N, u, = (V2)" [Acos (T) + Bsin (T)}

Les deux premiers termes de la suite imposent les valeurs de A et de B.

_ A=1
w=1" T T
u; =0 ﬂ[Acos (4>+Bsin <4>} =0
A=1
1+B=0

A=1
B=-1
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Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 3

Finalement,

VYn eN, u, = (\/5)” [cos (T) — sin <T)]

Exercice 3 Soient (up)nen et (wn)nen deux suites réelles telles que
ug =1, wg =2 et Vn € N, upi1 = 3uy + 2w, et wpr1 = 3w, + 2uy,

1. Calculer uq, wi, us et wo.
2. Montrer que la suite (u, — wy),eN est constante.
3. Montrer que la suite (u,)pen est arithmético-géométrique.

4. En déduire le terme général de la suite (up)pen puis de (wy)pen-

Correction
1. up = 3ug + 2wy =7, v1 = 3wy + 2ug = 8, us = 3uy + 2wy = 37 et wy = 3wy + 2u; = 38.

2. On dit qu’une suite (¢, )nen est constante lorsque : Vn € N, t,,11 = t,,. La valeur de la constante
est ensuite donnée par la valeur du premier terme.

Vn € N, upy1 — wpt1 = 3uy, + 2w, — (3w, + 2uy) = uyp — wy,
La suite (u, — wy)nen est donc constante et vaut ug — wg = —1. En particulier,
Vn e Nyw, =u, +1

3. On doit montrer que la suite (u,)peny vérifie une relation de récurrence de la forme : Vn €
N, upy1 = auy + b.

Vn € N, up+1 = 3uy, + 2wy, = 3uy + 2(up + 1) = Suy + 2

La suite u est bien une suite arithmético-géométrique.

4. On va appliquer la méthode qui permet d’obtenir 'expression du terme général a partir de la
formule de récurrence.

(a) Recherche du point fixe

2
Soit « € R. ac:E)x+2<:>x:74:7

(b) Recherche de la raison de la suite auxiliaire

-1 1
On pose : Vn € N, t,, = up, — <2> = u, + <2>

1 1 5 1
Vn € N, tn+1:un+1+2:5un+2+2:5un+2:5(un+2):5tn

La suite (t,)n>0 est donc une suite géométrique de raison 5 et de premier terme ¢, = ug+ 5

Vn € N, tn:gx5”

(c) Expression du terme général

1
De plus, Vn € N, u,, = ¢, — <2> Donc,

Vn € N, un:%x5”—

DO |
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Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 4

Enfin, Vn € N, w,, = u,, + 1. Donc,

3 1
VHEN, wn:§><5n+§

Exercice 4 Soit (uy)nen la suite définie par

2u, + 1
=2etVneN, = .
uo et vn Un+1 wn + 2
2 1
1. Soit f: 2z +— x—:—2 . Montrer que Vo € Ry, f(z) > 0.
x
2. En déduire que Vn € N, u,, existe et u,, > 0.
Up — 1

3. On définit une suite auxiliaire (¢,),en par Vn € N, ¢, = 1

Up
Montrer que cette suite est géométrique.

4. En déduire le terme de général de la suite ¢ en fonction de n.

5. En déduire celui de la suite w.

Correction
1. Soit x € Ry. x4+ 2> 0 et 22 + 1 > 0. Par quotient, f(z) > 0.
2. Pour n € N, on note P(n) : "u, existe et u,, > 0".
I: up=2 donc P(0) est vraie.

H : Soit n € N tel que P(n) soit vraie.
U, > 0 donc u,, # —2. Donc, u,11 = f(uy,) existe.
Or, u, > 0 donc, pas la question 1, up+1 = f(uy) > 0.

Donc, on a bien Vn € N, u,, > 0.

3. Soit n € N.
2u, + 1 1 Up — 1
; :Un+1—1: Uy + 2 _ Up+2 Up — 1 :lt
n+l Uns1 + 1 2un+1+1 3un +3 ~ 3(u,+1) 3"
Uy + 2 Uy, + 2

1
La suite (t,)n>0 est donc géométrique de raison 3

1 1
4. La suite (t,)n>0 est donc géométrique de raison 3 et de premier terme ty = 3 donc

1 —1—t
@tn(un—i—l):un—l@un:ﬁcartn7é1
L
1
tn+1 1+3n+1
1—t, I
" 1_3n+1

donc, Vn € N, u,, =

Exercice 5 On consideére la suite (u,)nen définie par :

[ 2
up=1letVn eN, u,41 = uf
n
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Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 5

1. Montrer que la suite (uy)nen est bien définie, & termes strictement positifs.
2. On pose : Vn € N, v, = In(u, ). Justifier que la suite (vy),en est bien définie.

3. Exprimer, pour tout n € N, v,41 en fonction de v,. En déduire 'expression de v, en fonction
de n.

4. En déduire ensuite I'expression de u,, en fonction de n € N.
5. Quelle est la limite de (up)nen quand n tend vers +oo 7

6. Ecrire une fonction python suite(n) qui prend en argument d’entrée un entier naturel n et qui
renvoie le terme u,. On rappelle que la racine carrée est obtenue par la commande sqrt.

7. Ecrire une fonction python somme (n) qui prend en argument d’entrée un entier naturel n et qui
n

renvoie la somme Y wug. On pourra utiliser la fonction suite de la question précédente, ou pas
k=0
(2 solutions possibles).

Correction

1. Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence :
Py : "uy, existe et u, > 07

e Py est vraie car ug = 1 (existe et est >0).
e Soit n € N fixé quelconque tel que P, soit vraie.

2 2 [2 [ 2
Donc u,, > 0. Donc — est bien défini et — > 0, donc ,/— est bien défini et /— > 0. Or
Un Un,

Un, Un

2 .
— = Up+1. Donc P11 est vraie.
Un,

e Conclusion : ainsi, d’apres le principe de récurrence, la suite (uy,),en est bien définie, & termes
strictement positifs.

2. On a montré a la question précédente que Vn € N, wu,, > 0, donc In(u,) existe.

’Donc la suite (v,,)nen est bien définie ‘

1 1
3. On déduit de la définition de la suite (uy)pen que Vn € N, In(up4q) = 5 In2 — B In(uy,). Donc
1 1
VneN, vyl = 3 In2— SVn: Donc la suite (v,)nen est une suite arithmético-géométrique.

1 1 1
e Déterminons ¢ € R tel que ¢ = 3 In2— 56. On trouve ¢ = 3 In(2).

e Puis :

1
Un+1 = 3ln2- v, (1)
Vn € N, 1 . 1
1 1 1
Donc ((1) = (2)) Vn € N, vp41 — gln(2) = —i(vn - gln(Z)).
1 1

e Posons Vn € N, w,, = v, — 3 In(2). La relation précédente donne : Vn € N, w41 = —=wy,
donc la suite (wp)nen est géométrique de raison —%, donc Vn € N, w, = (—%)nwo. Avec

1 1 n
wo =0 — 3 In(2) et vo = In(ug) = 0 car up = 1. Ainsi, Vn € N, w,, = —3 In(2) (—%) .

L B 1 1 1 1\ 1 1\
e On en déduit Vn € N, v, = w,, + 3 In(2) = 3 In(2) — 3 In(2) (—§> i In(2) (1 - (—5) )

LN, w,—e —exp @) (1- (-4)")].

n——+o00 3

1
5. lim wu, =exp [ 111(2)}
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Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 6

Exercice 6 Sujet DS
On considére une suite réelle (uy,) qui vérifie ug = u; € R et la relation de récurrence Vn € N, u,19 =
2Up+1 — DUy,
1. Ecrire une fonction en Python qui prend en entrée les valeurs de ug (qu’on pourra noter u0) et
de n , et qui renvoie la valeur de u,.

2. (a) Justifier qu’il existe un unique réel a € { } tel que cos(a) =

1
372 V5
(b) Déterminer la valeur de sin(c).
3. Déterminer ’expression de u,, en fonction de n, de ug et de a.

4. Exprimer la somme des n premiers termes de la suite u en fonction de n, de ug et de a.

Correction

1. def suite(u0,n) : u=u0 v=u0 for i in range(2,n+1) : u,v=v,2*v-5*u return(v)

T
2. (a) La fonction cos est strictement décroissante et continue sur X 2} donc, par le théoreme
T us us 1
de la bijection, cos est une bijection de {3, 2} dans [cos <2> , COS (3)} = [0, 2}

1 1 1 T
Or, — € [0, ] donc —= admet un unique antécédent dans [, —| par cos. On le note a.
NG 2 NG q 372 P
4 2 2
(b) on a sin? a + cos?a = 1, donc sin? a = 5 donc sinav = — ou ———=. Or, sin(«a) > 0 donc

) V5 V5

on peut conclure que sina = —.
V5

3. On reconnait 'expression définissant une suite récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation caracté-
ristique 2 — 2z 4+ 5 = 0 a deux solutions complexes conjuguées z; = 1 — 2i et 2o = 1 + 2i
_ _ 1 s 2\ i
Ona|zg|—\/5etzl—\/5(\/5+1\/5)—\/5el.
Donc, 3(A, B) € R? tel que ¥n € N, u,, = /5" (A cos(na) + Bsin(na)).
Déterminons A et B :

uO:A

\u/l/:\/g(Acolsa+Bsir21a) @{ gzgo
- 75 75

Ainsi, Vn € N, u, = ugV/5" cos(na).
4. Z u, = upRe <Z (\few‘) > = ugRe (1;_(\/\/5;:;)).

or 17 (VER)T (- e (1 Bet) (- VBT (1 — yBet)

1-— \/Beia (1— \/geia)(l _ \/ge—ia) (—2i)(2i)
_ 1= Vheie — \/Eeina /5" gi(n—1)a

4
. n
1 - (\/gela) 1—1—+/5"cos(na) + Va cos((n —1)a)

Donc, Re - =

1 — /el 4

—/5" cos(na) + V5! cos((n —1)a)

= 1 )

n—1 n n+1

- 1

Finalement, Z U = UQ- V5 cos(na) + \{15 cos((n )a).

k=0
Or, par une formule de trigonométrie,

2

Niias cos((n—1)a) = Vi cos(na).—= + V5 sin(na).— = /5" cos(na)+ /5 2sin(na).

V5

n—1 Ny -
2
Donc, Y uy, = uo.\/gzln(noz) = %(\/5)" sin(na).
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Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 7

Exercice 7 Sans se soucier de la bonne définition de la suite, étudier la monotonie des suites proposées.

1l.ug=1let Vn € N, upt1 = 1+ up.
2. ug e Ret Vn € N, upq1 =€ — 1.
On pourra utiliser la fonction g : x — €” — 1 — x en calculant la dérivée seconde de g.

Correction Pour étudier la monotonie d’une suite u, on peut s’intéresser au signe de u,41 — u, pour
n € N.

1. On fait une récurrence en posant Vn € N, P(n) : "up41 > up”.
e La propriété est vraie au rang 0.

e Supposons qu’il existe un rang n > 0 tel que P(n) soit vraie.

Unp+1 — Un > 0
\/1+un+1+\/1+un HDR

Upt+2 — Unt1 = V1 + upp1 — VI+u, =

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.

La suite u est donc croissante.

Ajout. On a montré de plus qu’elle était minorée par 0 donc, pas le théoreme de la limite
monotone, elle converge. Notons [ sa limite. On a donc

\/1+zzz@1+zzﬂ@zzl+2\/gouzz 1_2‘/5
1+V5
5
2. Soit n € N. up41 — up, = g(uy,) donc on s’intéresse a la fonction g(x) = e* — 1 — z définie sur R.
La fonction g est dérivable sur R et Vo € R, ¢'(z) = e* — 1.
La fonction ¢’ est dérivable sur R et Vo € R, ¢"(x) = e”.
On va pouvoir en déduire du signe de ¢g” le signe de ¢'.

Or, on doit avoir lim wu, > 0 donc [ =
n—-+o00o

x —00 0 —+00
g" () 0 + + ~+00
+o00

T —00 0 +00
g(z) | -1 — 0 + +00
+00 +00
o
0

Ainsi, Vn € N, g(u,) > 0 donc up41 > uy,. La suite u est croissante.
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Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 8

Exercice 8 Etudier la nature des suites proposées.

on _ 3gn "1
1.V N -z 4. V/n €N, u, = —
nelN, up 2n+3n n kz:::l\/E
cos(n)
Q.VREN,un:m 5‘vnEN*7un:LTjﬁLaJp0ura€R.
n!
3.*VnEN,Un:W 6.VnEN,un:Mpoura€R*.
a
Correction
1.
on _ 3n 371%_1 27:1_1 2\ _1
¥n €N, u, = _ (3 ):gn _(3)

430 3n(E4+1) Z+1l (3)"+1
La suite ((%)n)n oy converge vers 0. Par somme et quotient de suites convergentes, la suite u est

convergente.

Par opération sur les limites, lim wu, = —1.
n—-+0o0o

VneN, —1 <cos(n) <1

-1 1
v N, — < < ——
neN, Ty Seostn) < 27

-1 1
Les suites ( ) et ( > sont deux suites convergentes et de méme limite 0.
n+1/nen n+1/nen

Par le théoreme d’encadrement, la suite u est convergente et lirf Uy = 0.
n—-—+0o0
3.
n! I1x2x..xn 1 2 n—1
VvneN, u, = —=—"76062Z“—/9/¥/—=-—X—X..X x 1
n" nXnxX..Xn n n n
1
< —x1Ix..x1x1
n
1
Donc, VneN, 0 <u, < —
n
. 1 . .
La suite | — est une suite convergente de limite 0.
N/ neN
Par le théoreme d’encadrement, la suite u est convergente et lirf Uy = 0.
n—-+0o0

4. On va minorer la suite par une suite qui diverge vers +o0.
1

1

: 1 Lo
car la fonction x — —= est décroissante sur R . Donc,

VT
VnEN,zn:L > ani
= Vk oV
Uy > /n

La suite (y/n)nen diverge vers +o0. Par le théoreme de minoration, la suite u diverge vers +o0.

VneN, VaeR, na—1 < |na] <na
na — 1 lna] _ na

< < —

n n n

1
VneN, VaeR, a—— < Lnajga
n n
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Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 9

. 1 L , .
La suite (a — — converge vers a. Par le théoreme d’encadrement, la suite u converge et
"/ neN

lim wu, = a.
n—-+4o0o

VneN, VaeR, na—1 < |na] <na
na — 1 - lna] _ na

Sia>0, < —
a a a

na — 1 na na

Sia <0, > L Jz—
a a a

1
Les suites <n - ) et (n)pen divergent vers +oo.
A/ neN

Par le théoréme de minoration, quelque soit le signe de a, la suite u diverge vers +oo.

Exercice 9 Soit la suite (uy,)nen définie par
Su, — 1
up=2etVneN, u = —
0 n+1 Uy + 1

1. Calculer uq, us et us.

3r—1 .
2. Soit f:ax — x+ T Etudier les variations de f sur Ry.
x
3. Montrer que l'intervalle [1,2] est stable par f, c’est-a-dire que Vx € [1,2], f(x) € [1,2].
4. Montrer que pour tout entier n € N, u,, existe et 1 < u,, < 2.
5. Montrer que la suite (u,)nen est décroissante.
6. En déduire que la suite est convergente et déterminer sa limite.
Correction
3up—1 5 3up—1 4 12 3 Bup—1 I 7
1.U1: = —. Uy = :gzizf_u?): :ng
ug + 1 3 up + 1 3 8 2 us + 1 3 b
2. La fonction f est dérivable sur R} comme quotient de fonctions dérivables avec un dénominateur
3(x+1)—Bx—1) 4
ui ne s’annule pas et Vo € Ry, f/(z) = = .
d P + (@) (z + 1)2 (z + 1)2

Donc, f est strictement croissante sur R.

w| ot

3. f(1)=1et f(2) = § Or, la fonction f est croissante sur [1,2] donc Vx € [1,2], 1 < f(x) <
Donc, [1,2] est stable par f.
4. On raisonne par récurrence. Vn € N, P(n) : u, existe et 1 < u, <2.
I ug existe et ugp = 2 donc P(0) est vrai.
H Soit n € N tel que P(n) soit vrai.

u, # —1 donc f(u,) existe. Donc, u,41 existe.
De plus, par stabilité, f(u,) € [1,2] donc 1 < up41 < 2. Donc, P(n + 1) est vrai.

C Par le principe de récurrence, Vn € N, P(n) : u,, existe et 1 < u,, < 2.

) 3u, — 1 —u? +2u, -1 —(u, —1)2
5. Soit n € N. =T gy, = -
o Unt1 = Un Uy + 1 tn Up + 1 Up + 1

Donc, la suite (uy)nen est décroissante.

< 0.

6. La suite est minorée et décroissante. Par le théoreme de la limite monotone, elle converge. Notons
¢ sa limite.
La fonction f est continue sur [1,2] donc, par le théoréme du point fixe, f(¢) = .
Or, f) =L =3 —-1=L{l+1)==1.

Donc, lim wu, =1.
n—-4o00
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Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 10

Exercice 10
™
1. (a) Montrer que la fonction sin est une bijection sur [O, 2] a valeurs dans un intervalle a
déterminer.

1
(b) En déduire que, pour tout entier positif n non nul, ’équation sin(z) = — admet une unique
n

solution dans [0, 721 . On la note xy,.

2. Etude de la suite z
(a) Montrer que la suite x est décroissante.

(b) En déduire qu’elle converge.

Correction

1. (a) La fonction sin est continue et strictement croissante sur {O, } a valeurs dans [0, 1].

o=

dans [0, 1].

0
Par le théoréeme de la bijection, sin est une bijection de {O, 5

1
(b) Soit n € N*. — € [0, 1]. Donc, pas définition d’une bijection, — admet un unique antécédent
n

S|

7
par sin dans {0, 2} . Dong, I'équation admet une unique solution.

2. (a) On raisonne par ’absurde.Supposons qu’il existe n € N* tel que x;,, < Xyp41.

1
> —. Cest ab-
n—+1 n

T
Par stricte croissante de la fonction sin sur {O, 2], on obtient que

surde.
Donc, x, > xy41. La suite z est décroissante.

(b) La suite z est décroissante et minorée par 0. Par le théoréme de la limite monotone, elle
converge.

Exercice 11 [*] Pour n € N*, on note f,:z € Ry 2" + 2" 1 4+ ... 42 — 1.
1. Soit n € N*.
(a) Montrer que f,, est une bijection de Ry dans un intervalle a préciser.
(b) En déduire que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution. On la note x,.
2. Déterminer x1 et xzs.

1
3. Montrer que Vn € N, x,, > 3

4. Soit n € N*. Comparer f,(x,) et fn(Tni1).
En déduire que la suite (x,)nen est décroissante.

5. En déduire que la suite (x,)nen converge.

Correction

n
1. Soit n € N*. On peut écrire Vo € R, f,(z) = Z zF — 1.
k=1

(a) La fonction f, est dérivable sur Ry puisque c’est une fonction polynomiale et
n
Ve e Ry, fl(x)= Z kzP1 > 0.
k=1

Donc, la fonction f,, est strictement croissante sur R. Elle est également continue sur R.
Par le théoreme de la bijection, f, est une bijection de R, dans

[fn(o)vxggr_loo fa(z)[= [-1, 400].

(b) 0 € [-1,4o00] donc 0 admet un unique antécédent par f,, dans R;. On a donc f,(z,) = 0.

S. Freyssinet BCPST 1.1 2024—2025



Chapitre 10 : Suites réelles, partie 1. 11

2. fi:x—x—1doncz =1.
V-1
5

¥
: someN*.fn(;):i@k_l:;l‘l@_1:_@”.

1
k=1 2

fg::c»—>x2+:c—1donc:c2:

1 1
Donc, f, ( ) < fn(zy). Par monotonie de la fonction f,,, on obtient 5 < zp.
4. On a fn($n) =0et fn+1($n+1) = 0.
n+1
De plus, fn(zni1) Z Ty — 1= Z Tpt1 — Zﬁ 1= foy1(@ns1) — Zﬁ Zﬁ <0.

Donc, f;, (zpy1) < fn(xn) Par monotome de la fonction f,, on obtient z,11 < xy,.
Donc, la suite (z,,)nen est décroissante.

5. La suite est décroissante et minorée. Par le théoreme de la limite monotone, elle converge.
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