Chapitre 12 : Equations différentielles
linéaires
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1 Calcul de primitives

1.1 Définition

Définition 1.

Soit I un intervalle de R. Soit f: I — R.
On appelle primitive de f sur I toute fonction F' définie et dérivable sur I telle que
Veel, F'(z) = f(x).

Exemple 2. La fonction x + sin(z) est une primitive de z — cos(x) sur R.

Exemple 3. La fonction x +— zIn(x) — z est une primitive de In sur |0, +o0].

1.2 Existence

~— Théoréme 4. N

Soit I un intervalle de R. Soit f: I — R.
Si f est continue sur I alors f admet des primitives sur I.

\ J

~— Théoréme 5. N

Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R continue sur I. Soit F' une primitive de f sur I.
L’ensemble des primitives de f sur I est

{F+ X\ AeR}

1
Exemple 6. Donner I'ensemble des primitives sur R} de = =
—_— x

1.3 Primitives usuelles

Fonction f Intervalle 1 Primitive F'
T = A R
r— 2", neN R
T — é R%
x— e’ R
x > cos(x) R
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Fonction f Intervalle T Primitive F

x +— cos(Az) pour A # 0 R
x + sin(x) R
x > sin(Ax) pour A # 0 R

™

t — —

z — tan(z) ] 5 [

x +— In(z) R

Fonction f

Primitive F sur I

w'u™ pour n € N

1.4 Primitives de composées de fonctions

Soit I un intervalle de R. Soit » : I — R une fonction continue sur I.

Fonction f

Primitive F' sur I

u/

2Vu

u'e
u’ sin(u)
u/
u u’ cos(u)
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2

2.1

2.2

Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définitions

Définition 7.

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre une équation de la

forme

(B) = ¢ +a(t)y = f(t)

ou a et f sont deux fonctions définies et continues sur un intervalle I de R.

Résoudre (F) sur un intervalle J, c’est trouver l'ensemble des fonctions y : J — R dérivables sur J

et qui vérifient (E) :

vt e J, y'(t) +alt)y(t) = f(t)

Résolution d’une équation homogéne du premier ordre

[Théoréme 8 (Homogene, 1" ordre, coefficients constants).]

Soit a € R. Soit I’équation (Ey) : y' + ay = 0.
L’ensemble Sy des solutions de (Ey) sur R est

Su={teR— e XeR}

Exemple 9. Résoudre ’équation ¢y’ — 3y = 0 sur R.

[Théoréme 10 (Homogene, 1°" ordre).]

Soit I un intervalle de R. Soit a : I — R, continue sur I. Soit (Ey) : y' + a(t)y = 0.

L’ensemble Sg(I) des solutions sur I est
Su(l) = {t el de 40 \e R}

ou A est une primitive de a sur I.

1
Exemple 11. Résoudre sur R I’équation y' — —y = 0.

2.3

t

Exemple 12. Résoudre I"équation 3’ + tan(t)y = 0 sur ]—g, g [

Résolution d’une équation avec second membre.

2.3.1 Recherche d’une solution particuliere

Exemple 13. Trouver une solution particuliere de I’équation 3’ + ty = t.

Exemple 14. Trouver une solution particuliére de 1’équation y’ sin(t) + y cos(t) = sin(2t).
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,—[Théoréme 15 (Variation de la constante).} |

Soit I un intervalle de R. Soit a : I — R, continue sur I.

Soit f: I — R, continue sur [.

Soit (E) : ' +a(t)y = f(t).

Il existe des solutions particuliéres de la forme y, : ¢t € I — A(t)e
et dérivable sur I et A une primitive de a sur I.

=AM o X est une fonction définie

1
Exemple 16. Déterminer une solution particuliére de I’équation 3’ — V= 2 sur ]0, +oof .

2.3.2 Résolution d’une équation avec second membre

,—(Théoréme 17 (1" ordre).} |

Soit I un intervalle de R. Soit a : I — R, continue sur I. Soit f : I — R, continue sur I.
Soit (E) : ' +a(t)y = f(t).
L’ensemble S des solutions de (E) sur I est

S = {t €1 y,(t) + Ae™ 40 X e ]R}
ol A est une primitive de a sur I et y, une solution particuliere.
Autrement dit,
S = {yp + yn, yn solution de (Ex)}
ou y, une solution particuliere et (Eg) 1'équation y' + a(t)y = 0.

\ J

,—[Methode 1 (1" ordre).} |

Pour résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre sur un intervalle I,
1. on résout I’équation homogene associée (Ep) sur I,
2. on cherche une solution particuliere sur I,
3. on additionne ces deux solutions pour obtenir les solutions de (E) sur I.

Il y a une infinité de solutions a I’équation (Fg) donc une infinité de solutions a (FE).

Exemple 18. Résoudre sur R I’équation 3’ + 2y = —1.

Exemple 19. Résoudre sur R I'équation y' — y = cos(t) — sin(t).

Exemple 20. Résoudre sur R Iéquation 3’ +y = e
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2.3.3 Principe de superposition

~— Théoréme 21. N

Soit I un intervalle de R. Soient a, f : I — R, continues sur I.
n

Soit (E) : v +a(t)y = f(t) avec Vt € I, f(t) = E fr(t).
k=

1
Pour k € [1,n], soit yi une solution sur I de (Ex) : ¢ + a(t)y = fr(t).

n

Alors, la fonction définie par y, = Z yr est une solution particuliere de (E).
k=1

2.3.4 Avec des conditions initiales

~— Théoréme 22. N

Soit I un intervalle de R. Soient a, f : I — R, continues sur I.
Soient (¢o,%0) € I x R.
Il existe une unique fonction solution sur I du systéme suivant :

{ y +a(t)y = f(1)
y(to) = Yo

Remarque 23.
e La condition initiale impose la valeur de A\ dans le théoreme 5.

e Ce théoreme permet de démontrer I'existence de la fonction exponentielle.

Yy + ytan(t) = sin(2t)

Exemple 24. Résoudre sur }—g, g [ le systéme { y(0) = 0

3 Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients
constants

~| Définition 25. N

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants une équation de
la forme

(B) = ¢ +ay +by = f(t)

ol (a,b) € R* X R et f est une fonction définie et continue sur un intervalle I et & valeurs dans R.
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3.1 Résolution d’une équation homogene du second ordre

[Théoréme 26 (Homogene, 2"¢ ordre, coefficients constants).]

Soit (a,b) € R* x R. Soit (Eg) : ¥’ +ay’ +by=0.
Notons A = a? — 4b le discriminant de 1’équation caractéristique X2 + aX 4+ b = 0.

1. Si A > 0 alors ’équation caractéristique admet deux racines réelles r; et ry et I’ensemble des
solutions de I’équation (Eg) sur R est

Sg = {t— Ae™" + Be™', (A, B) € R*}

2. Si A = 0 alors I’équation caractéristique admet une unique racine rq et I’ensemble des solutions
de I’équation (Eg) sur R est

Sy = {t— (At + B)e™", (4,B) e R*}

3. Si A < 0 alors I’équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées r; = a+if
et 7o = a — i} et 'ensemble des solutions de ’équation (Eg) est

Sy = {t — e*"(Acos(Bt) + Bsin(Bt)), (A, B) € R?}

Exemple 27. Résoudre dans R I’équation 4" — 2y’ + 2y = 0.

3.2 Résolution d’une équation du second ordre avec second membre

[Théoréme 28 (2"? ordre, coefficients constants).J

Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R, continue sur I. Soit (a,b) € R* x R.
Soit (E) : y" 4+ ay’ + by = f(t).

S = {yn + Yp, yn solution de (Ex)}

ol Yy, est une solution particuliere de (E).

Exemple 29. Résoudre I'équation y” + 4y = 1.

Exemple 30. Résoudre I’équation y” + y = cos(2t).

Methode 2 (2"? ordre).
( )

Pour résoudre une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants sur R,
1. on résout ’équation homogene associée (Ep) sur R,
2. on cherche une solution particuliere (forme souvent donnée),
3. on additionne ces deux solutions pour obtenir les solutions de (E).

Il y a une infinité de solutions a I’équation (Fp) donc une infinité de solutions a (E).
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3.3 Principe de superposition

~ Théoréme 31.

Soit I un intervalle de R. Soit (a,b) € R* x R. Soit f : I — R, continue sur I avec
n

ViER, f(t) = fr(t).
k=1

Pour k € [1,n], soit yx une solution sur I de (Ey) : v’ + ay’ + by = fr(?).

La fonction définie par y,(z) = Z yx est une solution particuliere de (E).
k=1

\

Exemple 32. Résoudre dans Rde y’" — 3y’ + 2y =e~t + 1.

3.4 Avec conditions initiales

~— Théoréme 33.

Soit (a,b) € R* x R. Soit f: I — R continue sur I.
Soient (to,%0,%1) € I x R2.
Il existe une unique fonction solution sur I au systeéme suivant :

y' +ay' + by = f(t)
y(to) = %o
y'(to) =

Remarque 34. Les conditions initiales permettent de déterminer les réels A et B du théoréme 9.

Y — 2y +2y =t
Exemple 35. Résoudre sur R le systéme suivant ¢ y(0) =1
y'(0) =2
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