Chapitre 12 : Primitives et équations différentielles linéaires 1

Exercice 1 Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur un intervalle I a préciser.

Cfrrx el e’

1 6.f:$€[l—>l‘ex2.

2. f:x€I|—>sin<:;). 7. f:x €1+ cos(x)sind(z).
3. froxelvs a®—3z+1. 8 frrxelm

: 1
4. frx el In(z+1). 9. fixelm .
5. f:x €1+ cos®(z) —sin?(z). V2
Correction
e3x

2. F:.%ERH—5COS(§).

6 2

3. F:xERH%—?’%_HE.
in(2

5. I =R. v.’EE_L f((]}):cog(Qx) dOHCF:xEIHSm(Q J,‘)

e?’
6. F:xER»—>7.

-4
7. F:z€Rws 51114(3;)

1
8. F:xER»—>§ln(:1:2—l—4).

9. F:x e R} — v2x.

Exercice 2 Soit f : x € R~ cos?(z) sin®(x).
1. Soit € R. Linéariser f(x).

2. En déduire une primitive de f sur R.

Correction

1. Soit z € R. On utilise la formule d’Euler

B ei:z_i_efiz 2 eix_efi:p 3
UG 2 2i

(GQi:p N e—2ix)(e3ir _ 3eiw 4 Se—ix _ e—3iz)
—32i
e5iac _ e—3i.7: _ 2eiac 4 2e—i9: 4 e—3iac _ e—5iz
—32i
sin(bz) — sin(3x) — 2sin(x)
—16

— cos(hz) cos(3x) cos(z)

2. La fonction F': ¢ — 5x (—16) 3 x (—16)

est une primitive de f sur R.

E ice 3 Soit f:t+— ——.
xercice 3 Soit f o

1. Déterminer tous les intervalles I sur lesquels f admet des primitives.

2. Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que

a b

viel =LA S0 =
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Chapitre 12 : Primitives et équations différentielles linéaires 2

3. En déduire une primitive de f sur | — 1, 1].

Correction

1. La fonction f est définie et continue sur R\ {—1,1} donc f admet des primitives sur I; =
| — 00, —1[, sur Iy =] — 1, 1] ou sur I3 =1, +o0[.

2. On raisonne par analyse-synthese.

b
e Analyse. Supposons qu'il existe (a,b) € R? tel que V¢ €] — 1,1], f(t) = ; a 7 + Pt
Soit t €] — 1,1[.
a n b at+a+bt—b
t—1 t+1  (t—1(t+1)
a b 1 (a+bt+a—>
D t) = = b)t —b=1.
onc, f(t) t—1+t+1®t2—1 ] S (a+bt+a
Par identification, ¢t+b=0 .
a—b=1
-1
Donc,a=—-et b= —.
2 2

1 1 1
e Synthése. On vérifie que ¢a convient : Vt €] — 1, 1], 20— 1) + 2 +1) =9 1

1 1 1 1
3. On en déduit que F : t — 5 In(|t —1|) — B In(|t+1]) = 5111(1 —t)— iln(t—}— 1) est une primitive
de fsur]—1,1].

Exercice 4 Résoudre les équations différentielles suivantes
1. ¥/ + 2y =0 sur R.
2.y +y = 4e’ sur R.
3.9y — 3y =e' +3sur R.
On pourra appliquer le principe de superposition pour trouver une solution particuliére.

2
5. (1—2)y —2ty =t sur I =] — 1,1].

4. y' + tan(t)y = cos(t) sur I = ]0, T {

Correction

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants homogene.
Donc Sy = {t e R~ Xe™ 2!, X € R}.

2. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants avec second
membre. On commence par résoudre ’équation homogene associée
(Eg) : ¢y +y=0
H) Y TYy=

donc Sy = {t e R Xe™’, N eR}.
On cherche ensuite une solution particuliere par variation de la constante sous la forme

Yp(t) = A(t)e™". On a donc Vt € R, y,(t) = N(t)e " — X(t)e™" = [N (t) — A(t)]le "

yp est solution de (E) < y;, + 1y, = 4e
s N —At)]e "+ At)e ™" = 4e'
s N(te ' =4e
& N(t) = 4e*

On peut prendre A(t) = 2e?'. Ainsi, la fonction Yp it 2e’te~! = 2e! est une solution particu-
liere de (E).
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Pour avoir la forme générale des solutions, il reste a faire la somme de la solution de I’équation
homogene et de la solution particuliere

SE(R) = {t — et + 2, A e ]R}

3. Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants avec second
membre. On commence par résoudre ’équation homogene

(Bg) = ¥ —=3y=0

Donc Sy = {t € R— e, ) e R}.
On applique le principe de superposition pour déterminer une solution particuliere.

e On cherche une solution particuliere de (E1) : 3 — 3y = e! sous la forme y,(t) = A(t)e*.

On a donc Vt € R, y,,(t) = X (t)e™ + 3\(t)e* = [A(t) + 3N (t)]e™.

yp est solution de (E) & y; — 3y, = ¢
& [N(t) 4+ 3A(1)]e¥ —3A(t)ed =€
& N(edl =ef
s Nit)=e?
o2t o2t et
On peut prendre A(t) = — Ainsi, la fonction y, : t — _—Qe?’t =3 est une solution
particuliere de (E}).
e y, = —1 est une solution particuliere de (E3) : y' — 3y = 3.
ol
Par le principe de superposition, y,(t) = —1 — Bl est une solution particuliere de (F) sur R.

Finalement,
ot
Sp(R) = tr—>)\e3t—1—5, MER

4. 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients non constants avec
second membre. On commence par résoudre ’équation homogene

(Eg) : ¢ +tan(t)y=0

donc Sy = {t e (0, g { s Aeln(lcos®)l) — ) cos(t), X € R} car la fonction cos est positive sur 1.
On cherche ensuite une solution particuliere par variation de la constante sous la forme
T .
yp(t) = A(t) cos(t). On a donc Vt € ], 5 [, Yy, (t) = N'(t) cos(t) — A(t) sin(t)
yp est solution de (E) &y, + tan(t)y, = cos(t)

& N(t)cos(t) — A(t) sin(t) + tan(t)A(t) cos(t) = cos(t)

s Ni=1
On peut prendre A(t) = t. Ainsi, la fonction y, : ¢ — tcos(t) est une solution particuliere de

(E).
L’ensemble des solutions de (F) est

S = {t G}O,Q[H Acos(t) + tcos(t), A GR}
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2t ¢
Y= .
1—1¢2 1 —t2
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients non constants avec
second membre. On commence par résoudre I’équation homogene associée

5. On doit commencer par normaliser (E). Vt € I, 1 —t2 % 0 donc (E) & ¢ —

2t
E Dy ———y=0
(Br) + ¥ —1—pY
. 2 N 2t
La fonction ¢ — In(1 — ¢*) est une primitive de a : ¢t — —{_pz Sw I
A
donc Sy = {t €I e n(1-1%) = —, A E R}.
1—1¢2
At
Nous cherchons ensuite une solution particuliere sous la forme y,(t) = ] ( 22 par la méthode de
la variation de la constante.
2t ¢
yp est solution de (F) < y;, 1 AP =1 g
- N -8 +200@) 2t At #
(1—12)2 1—242 -1 1—1¢2
e Nit) =t
t3
La fonction y,(t) = 0= est une solution particuliére sur | — 1,1].
3\ + ¢
Finalement, S = teIH;, AeER.
3(1—1t?)

Exercice 5 Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
1.y — 4y + 4y = sin(t)
On cherchera une solution particuliére sous la forme ¢ — A cos(t) + Bsin(t).
2.y — 9y — 6y = e +sin(t)
On applique le principe de superposition et on cherchera une solution particuliere de vy’ —y'—6y =
€% sous la forme ¢ — Ate?! et pour 3’ —y' — 6y = sin(t) sous la forme ¢ — A cos(t) + Bsin(t).

3.y =3y +4y =062 +1
On cherchera une solution particuliere sous la forme d’un polynéme de degré au plus 2.

Correction

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants avec second
membre. On commence par résoudre 1’équation sans second membre

(BEn) + y' =4y +4y=0
dont I’équation caractéristique est 22 — 4z + 4 = 0, c’est-a-dire (x — 2)? = 0. Donc,
Si = {t+ (At+ B)e*, (A,B) € R?}
On cherche une solution particuliere sous la forme y,(t) = Acos(t) + Bsin(t).

yp est solution de (E) &y, — 4y, + 4y, = sin(t)
< —Acos(t) — Bsin(t) — 4(—Asin(t) + Bcos(t)) + 4(Acos(t) + Bsin(t)) = sin(t)
& (BA—4B)cos(t) + (3B + 4A) sin(t) = sin(t)

{ 3A-4B =0

<\ 3B4+44=1

4 3
A= 2 et B=2
< o5 2%
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Finalement,

4
S = {t — (At + B)e* + 2—35 sin(t) + % cos(t), (A,B) € RQ}

2. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants avec second
membre. On commence par résoudre 1’équation sans second membre

(En) = y'—y —6y=0

dont I’équation caractéristique est 2> — x — 6 = 0, dont le discriminant est A = 1 4+ 24 = 25.
Donc,

Sy = {t — Ae 2 + Be®, (A,B) e RQ}

Nous allons appliquer le principe de superposition pour trouver une solution particuliere.

e On cherche une solution particuliere de (E1) : y”—y'—6y = €3 sous la forme y, (t) = Ate®.

yp est solution de (E;) < yz — y; — 6y, = &3t

& (6A+9tA — (A+3At) — 6At)e3 = e
& bA=1

1
&S A=-—

5

t
La fonction y,(t) = ge?’t est une solution particuliere de (Ey).
e On cherche une solution particuliere de (E;) : y” —y — 6y = sin(t) sous la forme

yp(t) = Acos(t) + Bsin(t).

yp est solution de (Ey) <y, —y, — 6y, = sin(t)
& (=B —TA)cos(t) + (A — 7B)sin(t) = sin(t)

—-B-T7TA=0
A-TB=1
1 -7
& A= _—et B=—
50 © 50
— 1
Donc, y,(t) = =0 sin(t) + =0 cos(t) est une solution particuliere de (Es).
Par le principe de superposition, y,(t) = e + =0 sin(t)+ =0 cos(t) est une solution particuliere

de (E). Donc,

t 1
S = {t — Ae ' + Bed! + ge?’t - % sin(t) + 50 cos(t), (A,B) € RQ}

3. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coeflicients constants avec second
membre.
Nous allons d’abord résoudre ’équation homogene associée

(Em) = y" =3y +4y=0
L’équation caractéristique associée est : 2 — 3z 4+ 4 = 0 dont les racines sont
BHIVT 3—iVT7
z

9 277

SH:{t»—>e32t (Acos (ft)%—Bsin (ft)) , (A,B)ERz}
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On cherche ensuite une solution paticuliére sous la forme y,(t) = at® + bt? + c.

yp solution de (E) <y — 3y, + 4yp = 6t> + 1
& 2a—3(2at +b) 4+ 4(at® + bt +c) = 612 + 1

4a = 6
& —6a+4b=0
20 —3b+4c=1
3
a:g
& b= —
4
1—2a+3b 19
CcC =

Donc,

S = {tr—>e?:; (Acos (ft) + Bsin (ft)) +gt2+%t2+% , (A,B) € R2}

Exercice 6 Résoudre les équations différentielles suivantes

1.y +y= sur R avec y(0) = 1.

1
1+et
2. y" +y — 2y =1 sur R avec y(0) = ¢'(0) = 0.

3. ¥’ =1sur R avec y(0) =¢/(0) = 1.
4. y" +9y = 22 + 1 sur R avec y(0) = ¢/(0) = 0.
On cherchera une solution particuliere sous la forme d’un polynéme de degré au plus 2.

Correction

1. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants. On résout
d’abord I’équation homogene associée

(Eu) : ¥ +y=0

Donc Sy ={t € R Xe™!, A eR}.
On cherche une solution particuliére par variation de la constante : y,(t) = A(t)e ™.

yp est solution de (E) & y;, +yp =

1+ et
s Ne "= Ate ' +A(t)e ! = !
1+ et
t
e
N(t) = ——
@ ( ) 1 + et

On peut prendre A(t) = In(1 + €') et donc y,(t) = In(1 + e')e*. Donc,
S={teRm e +In(1+e)e!, AR}
Puis, on cherche 'unique fonction telle que y(0) = 1.

y0)=1 < 1=Xe " +In(1+e)e™®
& 1=X+1n(2)
< 1—-In(2) =\

Donc I'unique solution de (E) telle que y(0) = 1 est y: t € R — (1 —1n(2))e”! +In(1 + e')e™*
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2. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants avec second

membre. On commence par résoudre 1’équation sans second membre
(Br) + y'+y -2y=0
dont I'équation caractéristique est 22 +x —2 =0« (z — 1)(z + 2) = 0. Donc,

Sy = {t €R s Ae' + Be 2, (A,B) € ]RQ}

W=y est une solution particuliere de (E) donc

S = {tER»—>Aet+Be_2t—;, (A, B) ERQ}

On cherche ensuite 'unique solution telle que y(0) = y'(0) = 0.

1 1 B =
:>{A+B—2—O :>{ 33—5 N

~—

A-2B=0 A=2B A=

Wl |

1 1 1
Donc, 'unique solution est y : t — get + ge_% — 3

2
3.y =1=3JacRtel que y/(t) =t+a= 3 (a,b) € R? telquey(t)z;—i—at—i—b.

y<o>=y’<o>=1:»{ "

2
Donc I'unique solution est y : ¢ — Bl +t41.

4. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants avec second

membre. On commence par résoudre 1’équation sans second membre
(Br) @ y'+9y=0
dont I'équation caractéristique est 22 +9 = 0 < (z — 3i)(x + 3i) = 0. Donc,
Sy = {t € R — Acos(3t) + Bsin(3t), (A,B) € ]RQ}
On cherche ensuite une solution particuliere sous la forme y,(t) = at® + bt + c.

yp est solution de (F) & ¢’ +9y= 2+ 1
& 2a+9(at® +bt+c)=t>+1

90 =1
& 9% =0
20 +9¢c =1
1
a=—
9
& b=0
1—2a 7
CcC = = —
9 81
Donc
. 27 2
S = t6RHACOS(St)+B81n(3t)+§+8—1, (A,B)eR

On cherche ensuite la solution particuliere telle que y(0) = ¢'(0) = 0.
7 7

A _— = = ——

N + B+ g1 0 N A a1
3B=0 B=0

2

7 7
D I'uni luti ty:t— —— 3t)+ —+ —
onc, 'unique solution est y 1 cos(3t) + 9 + 31
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Exercice 7 On cherche a résoudre sur |0, +o0o[ 1’équation suivante
(E) : t% +4ty — (> —2)y =0
1. Pour t € )0, 4+oc[, on pose z(t) = t?y(t).
Calculer 2’ et 2.
2. En déduire une équation différentielle linéaire (E’) dont z est solution.

3. Résoudre cette équation (E').

4. En déduire les solutions de 1’équation initiale (F).

Correction

1. La fonction z est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R* et

VteRY, Z(t) = 2ty(t) +t2 (1)
VteRY, 2'(t) = 2[y(t) +ty'(t)] + 2ty (t) + 2y (t) = t2y" (t) + 4ty (t) + 2y(t)
= 2y(t) = =(1)
2. Donc, z est solution de I'équation (E') : y" —y = 0.
3. L’équation caractéristique est 22 — 1 =0« (z — 1)(z + 1) = 0. Donc,

§' = {t e R > Ae' + Be™", (A, B) € R?}

t
4. On retrouve ensuite une expression pour y en utilisant que V¢t € R* | y(t) = zt(2) Do,
Ae! + Be™!
S = {tem - % (A, B) GRQ}
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