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1 Ensembles des matrices et opérations

1.1 Définitions et notations
~{ Définition 1. \

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

On appelle matrice de taille n x p a coefficients dans R un tableau a n lignes et p colonnes formé
d’éléments de R.

mi1 ce My e Map
M = m;q cee Mgy e Myp
mMp1 .. Mpy .. Mpp

On note également M = (m; j)i<i<n.
1<j<p

On note M, ,(R) I’ensemble des matrices de taille n x p & coefficients dans R.

Exemple 2.
11 2
1. A= <2 9 3> S Mg,g(R)
1 1
2.B=[2 2] € M32(R).
3 3

—| Définition 3. N

Soit (n,p) € (N*)2.
On note 0, ;, la matrice de taille n x p dont tous les coefficients sont nuls.

\

~ Définition 4. N

Soient (n,p) € (N*)2. Soit A € M, ,(R).

1. Si p=1, on dit que A est une matrice colonne.

ai
az
_A =
a;
an
2. Sin =1, on dit que A est une matrice ligne.
A= (a1 as ... a; ... ap)
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1.2 Matrices carrées
~{ Définition 5. N

Soient (n,p) € (N*)2. Soit A € M, ,(R).
Lorsque n = p, on dit que A est une matrice carré.

aiq ceagy oo Q1n
A= ;1 (%%] Qin
an1 ... Qpj ... GOpn

On note M,,(R) l'ensemble des matrices de taille n x n & coefficients dans R.

\.

~—{ Définition 6. N

Soit n € N*. Soit A € M, (R).
On dit que A est une matrice diagonale lorsque ses coefficients en dehors de la diagonale sont nuls.

aq 0 0
A— 0 as
0 0 ay,

V(i,j) € [L,n]?, j #i= ay =0

1 00
Exemple 7. La matrice A= [0 2 0| est une matrice diagonale.
0 00
1 0 ... 0
Exemple 8. Pour n € N*, la matrice [, = 0 1 est la matrice identité de taille n.
_ 0
0 0 1
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~— Définition 9. N

Soit n € N*. Soit A € M,,(R).
1. On dit que A est une matrice triangulaire supérieure lorsque ses coefficients en dessous de la
diagonale sont nuls.

ailp a2 a1n
0 a
A _ 22
: T o Gin
0 ... 0 apn

V(i,j) € [1,n]? j<i=a; =0

2. On dit que A est une matrice triangulaire inférieure lorsque ses coefficients au dessus de la

diagonale sont nuls.

aiq 0 0
a a

A= 21 22
a;1 R . 0
anl v Upn—1  Qnn

V(i,j) € [1,n]? j>i=>a;; =0

est une matrice triangulaire supérieure.

O = W
O~ =

2
Exemple 10. La matrice A= | 0
0

2 Opérations sur les matrices

2.1 Addition de matrices et multiplication par un scalaire

,—[Déﬁnition 11 (Addition) J |

Soient n et p deux entiers naturels non nuls.

Soient A = (ai7j)1§ign € Mmp(R) et B = (bi,j)lgign € Mmp(R).
1<<p 1<j<p

On appelle somme de A et de B la matrice notée A 4+ B et définie par

a1 +b11 ... ayj —|—b1j a1p+b1p
A+B=| a;+bax ... aij—i—bij aip—f—bip
ap1 +bp1 ... Qnj + bnj cee Gyt bnp

1 1 2 01 0 1 2 2
M(223)+<203>—(426)
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~ Théoréme 13. N

Soit (n,p) € N? non nuls.
1. V(A,B) € M,,,(R)>, A+ B=B+ A.
2. V(A4,B,C) € M, ,(R)3, (A+B)+C=A+(B+C)=A+B+C.
3. VAe My ,(R), A+0,,=0,,+A=A

\ J

,—(Déﬁnition 14 (Multiplication par un scalaire).} N

Soit (n,p) € N? non nuls.
Soient A = (ai j)1<i<n € My p(R) et A € R.

1<j<p

On appelle multiplication de A par A la matrice notée A\A et définie par

/\a11 ‘e )\alj [N >\a1p
A = )\aﬂ ‘e /\aij [N )\aip
Aapi oo AGpj .. Aanp

1 2 3 3 6 9
Exemple 15.3(2 3 5>_<6 9 15)

~— Théoréme 16. N

Soit (n,p) € N? non nuls.
1. VA € Mu,y(R), V(A ) € R2, (A + p)A = AA + pA.
2. VA € My, (R), V(A 1) € R2, A(d) = () A.
3. Y(A, B) € M, ,(R)?, VA€ R, \(A+ B) = AA + \B.
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2.2 Produit matriciel

Soient n, p et g trois entiers naturels non nuls.

Soient A € M,, ,(R) et B € M, ,(R).

On appelle produit de A par B la matrice notée AB € M,, ,(R), définie par

bll blj blq
by‘] bij biq
Dot oo e by oo bug
p
a1 aqq aq
. ! . P E (]flk:bk:l
: : k=1
. . p
il e Qi . Gy E aikbkj = AB
. . k=1
p
E ankbkq
k=1

(075 Qpj ... App

p
Vi€ [[17n]]7 \V/j € [[LQ]]’ (A X B)i,j = Zaikbkj
k=1

1 2
Exemple 18. On souhaite calculer le produit L2 x |3 4
_ 2 2 3 56
Le résultat est une matrice de taille 2 x 2.
1 2 1 2
3 4 o) ltiplie ch lig 3 4
5 6 n multiplie chaque ligne 5 6
11 2 avec chaque colonne 11 2 143410 2+4+12
2 2 3 2 2 3 24+6+15 4+8+18
Dod 1 1 2 il)) i (14 18
Ml2 2 3 s ) \23 30

1 2 3
Remarque 19. Le produit {3 4 5
5 6 7
matrice est différent du nombre de ligne de la deuxiéme.

11 2
X (2 5o 8) n’est pas défini car le nombre de colonnes de la premiére

Remarque 20. La multiplication matricielle n’est pas commutative.
Méme lorsque les produits AB et BA sont bien définis, on peut avoir AB # BA.

S
m
<
2
=

1 2 1

3 4 x(l L Q)GMg(R) alors que (1 L 2>>< 3
2 2 3 2 2 3

5 6 5

L2y (1 1y _ (5 1y L1y (12 4 6

3 4 2 5) 7 11 23) oAU g 5 3 4 17 24)
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Exemple 21. Calculer <8 3) X <§ 8) Que remarquez-vous ?

~— Théoréme 22. N

Soit (n,p,q,7) € N* tous non nuls.
1. VAe M, ,(R), VB € M, 4(R), VA€ R, (M) x B=A x (AB) = A\AB.
2. VA € My »(R), VB € M, 4(R), VD € My, (R), A x (BD) = (AB) x D.
3. V(4, B) € M, ,(R)%, ¥D € M, 4(R), (A+ B) x D = AD + BD.
4. VYD € My, (R), V(A,B) € M,, ,(R)?, D x (A+ B) = DA+ DB.

2.3 Ecriture matricielle d’un systéme et rang d’une matrice

3x+Ty=2
2r4+y=38

3 7 2 x
En posant A = (2 1> , B= <8) et X = (y), on remarque que

3x + Ty =2 37 z\ _ (2
{2x+y=8 < (2 1>X<y>_<8)
& AX =B

~| Définition 24. N

Soient (p,n) € (N*)2. Soit le systéme

Exemple 23. Soit le systéme X : d’inconnues (z,y) € R2.

aney + aprs + - 4 apxry, = b1 (L)
YiQ anxy +apxe -+ apr, = b (L)

An1T1 + Gpaa + -+ anpTp = by (Ly)

On appelle matrice associée a ce systeme la matrice dont les coefficients sont ceux du systeme

a1 e 14 e A1p
A= a;1 ce Qg5 . Aip
[07%% Qpj ... Anp
b1 X1
ba T2
En notant B=| . | et X = | . | la matrice inconnue, le systeme X s’écrit AX = B.
bp Tp

\.

~| Définition 25. N

Soit (n,p) € N? non nuls. Soit A € M, ,(R).
On peut lui associer le systeme AX = 0.

On appelle rang de A le rang du systéme associé a A.
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2.4 Puissances de matrices carrées

~— Théoréme 26.

Soit n € N*.
1. Le produit de deux matrices carrées de taille n est une matrice carrée de taille n.
2. VA € M,(R), A° = I,.
3. VA € M, (R), A, =1,A = A.

\

~— Théoréme 27.

Soit n € N*. Soit A € M,,(R) une matrice diagonale.

aq 0 0
A _ 0 an
0
0 0 ay,
Alors, pour k € N,
af 0 0
Ak _ 0 0’126
. 0
0 0 aF

\

~ Définition 28.

Soit n € N*. Soit (A, B) € M,,(R)?.
On dit que A et B commutent lorsque AB = BA.

\.

~— Théoréme 29.

Soit n € N*. Soit (4, B) € M,,(R)? tel que AB = BA.
Alors, pour tout entier positif k, les matrices A et B* commutent.

\

,—(Théoréme 30 (Binome de Newton).)

Soit n € N*. Soit (A, B) € M, (R)? tel que AB = BA.
1. Vk €N, (AB)k = A*BE,

k
2.VkeN, (A+B)* = <’;> AfBFE
£=0

Exemple 31. Calculer les différentes puissances de A =

o O =
o = O
==
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2.5 Transposition d’'une matrice

~| Définition 32.

Soit (n,p) € N? non nuls.
Soit A = (aij)1<i<n € My p(R).

1<j<p

On appelle transposée de la matrice A la matrice notée AT (ou tA) et définie par

aix ... Qi1 ... Qpl
T _
At = | ay; ... Qj; o Gpi | € Mp’n(R)
aip ... Gjp Anp

Les lignes de A deviennent les colonnes de AT et les colonnes de A deviennent les lignes de AT

Exemple 33. Soit A = <; ; ;) Alors AT =

DO = =
W DN DN

~— Théoréme 34.

Soit (n,p,q) € N% non nuls.
1. VA € M, ,(R), (AT)T = A.
2. V(A, B) € M, ,(R)2, Y(A, 1) € R2, (AA + pB)T = MAT + puBT.
3. VA € M, ,(R), VB € M, 4(R), (AB)T = BTAT.

\

~—| Définition 35.

Soit n € N* et soit A € M,,(R).
On dit que A est une matrice symétrique lorsque AT = A.

On note S, (R) Pensemble des matrices symétriques

Exemple 36.

1 0 1
1. A=[0 0 0| est une matrice symétrique.
1 0 1

2. La somme de deux matrices symétriques est une matrice symétrique.

3. Le produit de deux matrices symétriques qui commutent est une matrice symétrique.

S. Freyssinet BCPST 1.1 2024—-2025




3 Matrices carrées inversibles
3.1 Définitions

~| Définition 37.

Soit n € N*. Soit A € M,,(R).
On dit que A est inversible dans M,, (R) lorsqu’il existe une matrice B € M,,(R) telle que

AB=BA=1,

B est Uinverse de A. On la note A1,

Exemple 38.

1. La matrice identité I,, est inversible dans M, (R) et I, = I,,.
2. La matrice nulle 0,, n’est pas inversible dans M, (R).

(1 3 . . 2 a_1(2 =3
3. Montrer que A = (0 2) est inversible d’inverse A=* = 3 (O 1 )

3.2 Inversibilité d’une matrice carrée de taille 2

~ Théoréme 39.

Soit A = (‘z Z) € Ms(R).

La matrice A est inversible dans Ms(R) si, et seulement si, ad — be # 0.

Dans ce cas,
1 d —b
A7l =
ad — bc (—C a >

. . ~ (cos(f) —sin(0) . . o
Exemple 40. Pour 6 un réel, la matrice Ag = (sin 6)  cos(6) est-elle inversible dans M (R) 7
Si oui, quel est son inverse 7

3.3 Résolution de systemes

Théoréme 41.

Soit n € N*. Soit A € M, (R). Soit B € M,, 1(R).

Si la matrice A est inversible alors le systéme AX = B admet une unique solution X = A~ B.
Le systeme est donc de Cramer.

. - . R 2 =1
Exemple 42. Résoudre, en utilisant les matrices, le systeme { Ty .

3.4 Recherche de ’inverse d’une matrice carrée par la méthode du pivot

Théoréme 43.

Soit n € N*. Soit A € M,,(R).

Si, pour toute matrice colonne B € M,, 1(R), le systéme AX = B admet une unique solution alors
la matrice A est inversible et on peut déterminer A~! en résolvant le systéme.
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1 0 2 by
Exemple 44. Soit A= |2 1 1].Soit B=|bs | € M31(R).
0 1 2 bs
Pour étudier I'inversibilité de A, on va résoudre le systéme AX = B pour un second membre B quelconque.
1 0 2 xZ b1 T +2z = b1
2 1 1 y| =1b2 — 2c +y 4z = b
x +2z = by
— +y —3z = —2b;+bs
L2<—L2—2L1 y +22 _ b3
x +2z = by
<~ +y -3z = —2b1 + by
Laela—La 5z = 2b1 - bQ -+ bg
x +2z = by
+y *32’ = 72[)1 + bQ
<~
L3<—L5—3 5 _ 2b1—b2+b3
5
T +2z = b
—4bq + 2by + 3b3
— +y = 5
Lo<+Lo+3L3 2b1 o b2 o+ b3
z = —F"
5
b1 + 2by — 2b3
x = —
— y _ —4by + 2by + 3bs
Li<+Li—2L3 )
2b1 — by + b3
z = _——
5
x 1 1 2 =2 by
= y | = 5 -4 2 3 b
z 2 -1 1 b3
1 1 2 =2
Le systéme admet une unique solution. Donc la matrice A est inversible et A~! = 3 -4 2 3
2 -1 1

Exemple 45. Déterminer 'inverse de A =

SN =
—_ O
— = N

3.5 Propriétés
Théoréme 46.

Soit n € N*. Soit (A, B) € M,,(R)? inversibles.
1. A~! est inversible et (A71)~1 = A.
2. AT est inversible et (A7)~ = (A=H)T.
3. AB est inversible et (AB)~! = B~1A~L

Remarque 47. On ne peut rien dire dans le cas général sur la somme de deux matrices inversibles.
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