Chapitre 13 : Systemes linéaires 1
Exercice 1 Résoudre les systemes suivants :
r + y + 2z = 4
1. 22 — y + 3z = 3
r —y + z =0
Correction
T + y + 2z = 4 r + y + 2z = 4
2x—y+3z:3LL2L - 3y — z = =)
x —y + z =0 2T x — y + 2z = 0
r + y + 2z = 4
- 3y — 2z = =5
L;<—L3 o 25 - _ _4
r + y + 22 = 4
- 3y — z = =5
L3<—3L3 2Lo
- z = =2
r = 4—y—2z
- _z=5
Y 3
z = 2
Donc le systéme est de rang 3. C’est un systéme de Cramer et S = {(—1,1,2)}.
9 r—y+2z=1
' 4z =3
Correction Le systeme est échelonné de rang 2.
x—y—|—2z:1 .’I):1+y—22 =1y —
Az — 3 3 s
Z = Z_E o =
N . 1 3
Donc le systeme est compatible et .S = y=3¥%y ,y € R5.
20+ 2y —2=-1
3. r+4y+z=-2
r—2y—2z=1
Correction
2042y — 2= -1 r4+4y+z=-2
r+4dy+z=-2 L<:>L 20+ 2y —z=-—1
r—2y—2z=1 L r—2y—2z=1
r+4y+z=-2
[ ary) —Oy—3z=3
2T r—2y—2z=1
r+4dy+z=-2
. (L:> . —6y —32=3
sieTia —6y—32=3
44y +z= -2
= —6y —32=3
Ls<L3s—Lo
0=
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—z—1

Le systeme est donc de rang 2, compatible et .S = {(z,

,z),zeR}.

Exercice 2 Déterminer, selon les valeurs de a € R, le nombre de solutions du systéme suivant

1 ar+3y =1
"] 3x+ay=1

Correction On détermine un systéme échelonné équivalent.

ar+3y =1 3z +ay=1 - 3x+ay =1
3r+ay=1 Lol | ax+3y=1 Lyeslr—aL; | (a>-9)y=a—3

e Sia# 3eta# —3,on peut diviser par (a — 3)(a + 3) et

1—
3r+ay=1 T = ay
ar+3y =1 3
= <~
3z +ay=1 Lot~ Lo 1 1
a“— Yy = _
a+3 YT u+s
N 1 1
Le systéme est de Cramer etS:{(, .
a+3 a+3
e Sia=3,
1—ay
xr =
ar+3y =1 3r+ay=1 3
{3:U+ay:1 ‘:’{0:0 <~
0=0
. . 1 -3y
Le systeme est compatible et S = T,y , y € RS,
e Sia= -3,
ar +3y =1 N 3x 4+ ay =
3z +ay=1 0=-6
Le systeme est incompatible et S = @.
r+y—z=1
2. z+2y+az =2
2r4+ay+2z=3
Correction On détermine un systéme échelonné équivalent.
r+y—z=1 r+y—z=1
r+2y+az=2 LT y+(a+1)z=1
2x +ay+22=3 2hem i 2r+ay+22=3
r+y—z=1
Hz=1
L3<—z:3>—2L1 y+ (a+1)z

(a—2)y+4z=1
. N . . 11
e Si a =2, le systéme est échelonné de rang 3 et S =< (1, T Z) .
e Si a # 2, on continue l'algorithme de Gauss.

r+y—z=1 r+y—z=1
y+(a+1)z=1 & y+(a+1)z=1
(a—2)y+4z=1 Ls—Ls=(a=2)L2 (6+a—a*)z=3-a

Or,6—a—a?= —(a—3)(a+2) donc
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r+y—z=1
e Si a = 3, le systéme initial est équivalent a y+4z=1.
0=0
Le systeme est de rang 2 et S = {(5z,1 — 4z, 2),z € R}.
r+y—z=1
e Si a = —2, le systeme initial est équivalent a y—zz=1.
0=5

Le systéme est incompatible et S = @.

' . B 1 1
e Sia#2 a#3,a# -2, lesystemeestderangSetS—{(l,a+2,a+2>}.

Exercice 3 Résoudre les systémes suivants
r—y+z—t=1
r+y—z—t=-1
r+y+z—1t=0
r—y—z+t=2

-11
C tion S = 1, —,=,1)¢.
oseton = { (1. 2.2}

9 r—2y+z—-3t=1
"l 2z+y—z+t=-1

t—1 32—-Tt—3
CorrectionS:{<Z+5 ) : 5 ,Z,t>,(z,t)€}R2}
r+y+z+t=1
3. SoitmeRfixé. ¢ 20 —y+2z—1t=0

T—3y—2t=m

Correction S = {(—=3 —2m + 2t,—m — 1,5+ 3m — 3t,t), t € R}

R? — R?
(@,y) = (x+y,x—y)
Montrer que f est bijective de R? dans R2.

Exercice 4 Soit f : {

Correction Soit (a,b) € R? fixé quelconque.

a—>b

_ r+y=a y=a—x Y=
f(x,y)—(aab)ﬁ{m_y:b ‘:’{zx:aer < o at?
2

R? — R?
Le systéme est de Cramer donc f est bijective de R? dans R? et f~!: (a,b) s (a +b a— b)
’ 2 72

Exercice 5 Soit u la fonction de R dans R* définie par
\V/(I‘,y, Z) € Rga u(xzyv Z) = (_$ + Yy, r =Yy, —x + 2, Y + Z)

Est-ce que u est bijective de R3 dans R*?
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Chapitre 13 : Systémes linéaires 4
Correction Soit (a, b, c,d) € R,
—r+ty=a
- rT—y=2>b
f(xvyaz)_(avbacvd)<:> —r4+z=c
—y+z=d
On remarque alors que cela implique que a = —b. Dong, (1, 1,0,0) n’a pas d’antécédent par f. Donc,
f n’est pas bijective de R3 dans R*.
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