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Exercice 1 - Calculs.

1. (a) Il s’agit de 5—combinaisons d’un ensemble de cardinal 7 donc il y a (;) = 21 tirages possibles.

(b) Ils’agit de 4—listes (avec d’éventuelles répétitions) d'un ensemble de cardinal 10 doncil y a| 10* codes possibles.

(c) Pour construire un anagramme,

e on place les 2 C : (2) choix

6
e on place les 2 O dans les 6 places restantes : (2) choix

e on place les 4 lettres restantes dans les 4 places. Il s’agit donc de permutations : 4! choix

| — —
11 y a donc (2) <2) 4! 2191 anagrammes.

2

20
(d) Chaque ligne correspond & un choix de 2 villes parmi les 20 donc il y a ( ) = 190 lignes.

(e) Soit n le nombre de villes desservies. Comme a la question précédente, le nombre de lignes est donc

-1 -1
(Z) = % On cherche donc n tel que % = 45 ou encore n(n — 1) = 90.

On remarque alors que 9 x 10 = 90 donc .
Ou alors, on peut calculer le discriminant et en déduire les racines.

2.
r + vy 4+ z - t = 2 T + vy + z - t = 2
2z + 3y — 2z + t =1 o y — 3z + 3t = -3 L2+ L2-2L1
dr + 6y — 22 + 2t = 2 2y — 6z + 6t = —6 L3+ L3—-4L1
x 4+ 2y — 2z 4+ 2t = A y — 3z + 3t = A—-2 L[4+ L4-11
r + vy + 2z - t = 2
o y — 3z + 3t = =3
0 = 0 L3+ L3—2L2
0 = A+1 L4+ IL4-11

Ce systéme est échelonnée, avec deux équations de compatibilité. Il est de rang 2.

Si X # —1, le systéme est incompatible. | Donc I’ensemble des solutions est @ |.

Si A = —1, les équations de compatibilité sont satisfaites. Le systéme est équivalent & :
r + vy + z - t = 2 r + y = 2 - z 4+
{ y — 3z + 3t = -3 { y = —3 + 3z — 3t

r = b — 4z 4+ 4t

y = =3 + 3z — 3t

Donc | I’ensemble des solutions est {(5 — 4z + 4t, =3 + 3z — 3t, z,t), (2, ) € R?} |

Exercice 2 - Etude d’une suite récurrente.

1. Etude de f

(a) f est une fraction rationnelle. Son dénominateur s’annule uniquement en x = —3

1
Donc f est définie sur R\ {75} .




(b) f est une fraction rationnelle donc elle est dérivable sur son ensemble de définition, D,
3
(1+ 2x)?

et| Vz €D, f'(z) =

(¢c) Vo € D, f'(z) > 0 donc f est strictement croissante sur les intervalles qui composent son ensemble
de définition :

1 1
f est strictement croissante sur | — oo, 75[ et strictement croissante sur | — X +oo[ |

2. Etude d’une suite.

(a) Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence :

Pr« uy, existe et 0 < u, < 1»

1
e Initialisation : ug = = d’aprés I’énoncé. Donc 0 < ug < 1, donc Py est vraie.
e Hérédité : Soit n € N fixé quelconque tel que P, soit vraie.

1
Alors 0 < u,, < 1 donc u,, # —5 Donc w, € D. Ainsi, f(u,) existe. De plus, 0 < u,, < 1 et f est

1
strictement croissante sur | — §,+oo[. Donc f(0) < f(u,) < f(1). Or f(0) =0 et f(1) = 1. Ainsi,

0 < upy1 < 1. Donc P41 est vraie.
e Conclusion : Ainsi, d’aprés le principe de récurrence,

la suite (u,)nen est bien définie et pour tout n € N, 0 < w, <1 |

U
(b) Puisque la suite est & termes strictement positifs, on peut étudier le quotient "t ot le comparer a
1. ; o
U
Vn € N, ntl = .0Or 0 < u, <1donc 0 < 1+ 2u, < 3. Donc, en appliquant la fonction

un, 14 2u,
1 1

inverse, strictement décroissante sur R}, - < ———. Dol 1 < ———.
3 14 2u, 14 2u,

> 1. | Donc la suite (uy,)nen est croissante |.

. Un+1
Ainsi, Vn € N, nt

n

(¢) On a montré que Vn € N, 0 < u, < 1 donc Vn € N, wu, # 1. Ainsi, Vn € N, 1 — u,, #0.

Donc la suite (v, )nen est bien définie |.

Un41 3un, 1 St fn
d) VneN, vy = = X - =3 = 3vn.
(d) ¥n €N, vpia L=tnpr 142un g 3 14 2up —3uy T
1+ 2u,

On en déduit que | la suite (vy,)nen est une suite géométrique de raison 3 |.

e) On déduit de la question précédente que Vn € N, v,, = 3"vg. Or vy = % _1.Donc| ¥n eN, v, =3"|
On déduit de 1 d Vn €N 3"g. O T
— o
(f) Puisque Vn € N, v, = 1u7", on a vy, — Vplly = Uy, donc u, (14 v,) = v,. Or v, > 0 (c’est 3™) donc
—u,
1+ v, > 0. On en déduit : u,, = Un .
1+wv,
3’ﬂ
Ainsi, | Vn €N, u, = T
3" 1

g) VneN, v, = = -
“ P ()

1 1
Or|=| <1ldonc lim () = 0. On en déduit, par somme puis quotient des limites:| lim wu, =1
3 n—-+oo 3 n—-+oo

3. Informatique

(a)x 1

1| def suite(n):

2 u=1/2
: for i in range(n):
4 u = 3xu/(1+2*u)

return u




def produit(m):

2 u = 1/2

p=u

for i in range(n):
u = 3%u/(1+2%u)
P=p*u

return p

(b):
1| def assez_grand(e):
2 u = 1/2
n =0

4 while u<=l-e:
u = 3xu/(1+2%u)
n=mn+1
return n

Exercice 3 - EDL du premier ordre.

, 3 +t2 41 : . . .

1. La fonction t — R est continue sur |1, +o0o[ donc | I’équation est bien définie sur |1, 4o00[ |
2. Soit (Eg):y —y=0.

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, homogeéne.

Donc, | Sy = { 151',_>+§o€£t—> R , AE R} .

B34+t 4+1
224t—2"
(a) On raisonne par analyse-synthése.

3. Pour ¢t €]1,400[, on pose h(t) =

i. Analyse Supposons qu’il existe deux réels a et b tels que

at+b

1 = -
Yt €)1, +o0[, h(t) t+t2+t_2

tB+t2—24+at+b 3+t +(a—2)t+b
Alors, Vt €]1 h(t) = =
ors, Vt €]1,+o0], h(t) 21 i_2 24t—2

Par identification, ‘ a=2etb=1 ‘

ii. Synthése On vérifie ensuite que ces deux réels conviennent bien.

(b) La fonction h est continue sur ]1, +oo[ donc elle admet des primitives sur |1, 4o00].
En utilisant ’expression de h obtenue & la question précédente, on peut prendre H définie par

t2
Vt €)1, +oof, H(t) = 7+ In(t* +t—2) |

4. On va appliquer la méthode de variation de la constante.
On cherche f; sous la forme V¢ €]1, +00[, f1(t) = A(t)e’. On a Vt €]1,+oc[, f1(t) = N (t)e' + A(t)e'.

, ot : e I
fi1 est solution de (E1) < Vte€|l,+oo], N (t)e' + A(t)e" — A(t)e = pii_2°
4?41
& Vie]l N(t)e! = ————¢
el +ool, N(t)e! = e
Pt 41
t €|l Nt)= ———=h(t
& VEEL o], N(t) = = h()

t2
Donc, on peut prendre Vt €]1,+o00[, A(t) = H(t) = 0 +In(t? +t —2).

t2
Donc, | Vt €]1,4+o00[, f1(t) = ) +In(t? +t—2)| e




5. On pose Vt E] [ f2(t) = Xcos(t) + psin(t) avec (A, p) € R?,
On a Vvt €]1, [ 5(t) = —Asin(t) + pcos(t).

f2 est solution de (E3) < Vit €]l,4o0[, —Asin(t) + pcos(t) — Acos(t) — psin(t) = cos(t)
& WVt ell, +oof, (1 —A)cos(t) + (=X — p)sin(t) = cos(¢)

p—A=1
< {—A—uzo
p=A+1
< {2)\
_1
o _2_1
2

sin(t) — cos(t) .

Donc, | Vt €]1,+o0], f2(t) = D)

6. Par le principe de superposition, f; + fo est une solution particuliére de (E). On en déduit que

]1,4o00[— R
sin(t) —cos(t) , AeR

t2
t Mel + §+ln(t2+t—2) e’ + 5

Exercice 4 - EDL du second ordre.

(E): y" cos(t) — 2y sin(t) + 3y cos(t) = 0

1. On note (E4) : 3y’ — ay = 0. C’est une équation différentielle du second ordre & coefficients constants,
homogene. Elle a pour équation caractéristique 72 — a = 0.

Sia=0:
L’équation caractéristique admet 0 pour racine double (cas A = 0).
, . R —- R
Donc I'ensemble des solutions de (Ey) est { t > At+B , (AB)cR? } )
Sia<0:
L’équation caractéristique admet deux racines complexes iv/—a et —iv/—a (cas A < 0).
s . R — R
Donc ’ensemble des solutions de (E,,) est { t o Acos(tv=a)+ Bsin(tv=a) . (A,B) € R? } )
Sia>0:
L’équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes v/a et —y/a (cas A > 0).
R —- R
Donc ’ensemble des solutions de (F,,) est { b ANVE 4 BetVa (A B) e R? } :
. . o ™ T
2. Soit f et g deux fonctions définies sur }—5 5{ On suppose que Vit € ] 53 [7 g(t) = f(t) cos(t). On
1341
ose [ = |—=,—|.
P 272
(a) On doit montrer une équivalence (« si et seulement si »). On va faire une démonstration en deux
temps.

e On suppose que f est dérivable sur I.

Alors g est le produit de deux fonctions dérivables sur I, f et cos. Donc g est dérivable sur I.

e Réciproquement, on suppose que g est dérivable sur I. Alors, puisque la fonction cosinus ne s’an-

g(t)
cos(t)’

dénominateur ne s’annulant pas sur I. Donc f est dérivable sur I.

nule pas sur I, Vt € I, f(t) = Donc f est le quotient de deux fonctions dérivables sur I, le

(b) Par formule de dérivation d’un produit de fonctions dérivables,

VE e, g'(t) = f'(t)cos(t) — f(t)sin(t) et g (t) = [ (t) cos(t) — 2f (¢) sin(t) — f(t) cos(t) |




(c) On suppose que f est g sont deux fois dérivables sur I. Déterminons une condition nécessaire et

suffisante pour que f soit solution de (E) sur I :

f est solution de (E) sur I vVt e I, f"(t)cos(t) — 2f(t)sin(t) + 3f(t) cos(t)

g (t)
Vtel, g"(t)+4g(t) =0
g est solution de (E') : y" + 4y =0

N

Ainsi, | f est solution de (E) si, et seulement si, g est solution de (E') : y” + 4y =0

0

vVt e I, (f"(t)cos(t) —2f'(t)sin(t) — f(t) cos(t)) +4 f(t) cos(t) =

——
g(t)

(d) D’apreés la premiére question (& adapter sur I), 'ensemble des solutions de (E’) sur I est

0

I —- R
t + Acos(2t) + Bsin(2t) , (A, B) € R?
R —- R
(e) On en déduit I’ensemble des solutions de (E) sur [ : PR ACOS((Qtt)) +2Bsin()
cos

, (A,B) € R?




