Chapitre 15 — 16 : Géométrie 1

Exercice 1 Soit D:x 43y —4=0et C: 2?4+ y> 4+ 4y — 16 = 0.

1. Donner un point et un vecteur directeur de D.
Correction A(4,0) et B(1,1) sont des points de D. Done, & = AB = (—3,1) est un vecteur
directeur de D.

2. Déterminer le centre et le rayon de C.
Correction Soit (x,y) € R2.

24yt dy—16=0e 22+ (y+2)2-4-16=0= 22+ (y+2)* =20

Donc, C est le cercle de centre C(0, —2) et de rayon /20 = 21/5.

3. Etudier DNC.
Correction Soit M(x,y) € D. Donc, © = 4 — 3y.

MeCe (4-3y)2+1y P +4y—16=0< —20y+ 103> =0 < 10y(y —2) =0
Donc DN C = {(4,0),(-2,2)}.

Exercice 2

r=2t—1
y=—-t+1
Correction D est la droite passant par A(—1,1) et de vecteur directeur U = (2,—1). Donc,

,t € R. Déterminer une équation cartésienne de D.

1. Soit D : {

—
M(z,y) €D < AM et U sont colinéaires

x+1 2
y—1 —1
& —r—1-2y4+2=0

=0

Une équation cartésienne de D est x + 2y — 1 = 0.

2. Soit D' : y = Tx — 1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite D’.
Correction A(0,—1) et B(1,6) sont des points de D" donc AB = (1,7) est un vecteur directeur
de D'.
Dot D' : { vl

y—7i_1 tER

Exercice 3 Soit a € R*. On considére les deux points A(a,0) et B(0,1). On considére la droite D
passant par A et B et le cercle C contenant A, B et O. Les tangentes & C en A et O se coupent en un
point D.
1. Déterminer une équation de la droite (AB).
Correction AB = (—a, 1) est un vecteur directeur de D.

r—a —a
1
& z—a+ay=0

M(z,y) €D < =0

DoncD:z+ay —a=0.

2. Donner une équation du cercle C passant par l'origine, A et B.
Correction On cherche le centre C(zc,yc) et le rayon R du cercle C. Il y a deux méthodes
possibles.
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Chapitre 15 — 16 : Géométrie 2

e Méthode 1 : C est équidistant de A, B et O.

IAC|| = [|BC|| = [|OC|| & (vc —a)’ +y& =2t + (yo —1)* = 2t + ¢
{ —2azc +a’? =0

—2yc+1=0
a
To = —
& ¢
yc—§

Donc, 0(2 ;)
A/ 2
Puis, R = ||0C|| = /a2 + y2 = Y2 "=

—
e Méthode 2 : On remarque que OA et O? sont orthogonaux : OA.@ =a.0+0.1=0.

Donc, [AB] est le diametre du cercle C.
a+0 a 0+1 1

2 g VYO T Ty 2

Donc, C est le centre du segment [AB] : z¢ =

4B _ VEaP+1 _ e+ 1
2 2 2
3. Déterminer une équation de la tangente a C passant par O et de la tangente a C passant par

Puis, R =

' a 1
Correction (ﬁ = (2, 2) est un vecteur normal a la droite tangente a C passant par O.
On la note Dp.

M(z,y) € Do < OM.OC =0

o 22yt oo
€Xr— e
2 Y5

Donc, Do : ax +y = 0.

1@ (—2 2) est un vecteur normal a la droite tangente a C passant par A.

On la note Dy.

M(z,y) €Dy & AM.AC =0
—a 1
& (x—a)?-i-yi—o
Donc, Dy :ax —y —a?> = 0.

4. Déterminer les coordonnées de D. Quelle courbe décrit D 7
Correction D est le point d’intersection de Do et de D4.

a
YD rp = —
= 0 X = —_——
{axD+yD 2 @{ b O e 2 9
axrp —Yyp —a” = 2yp+a* =0 yp=—%
On remarque que yp = —2x% donc D parcourt une parabole.

Exercice 4 Soient A et B deux points du plan.

— =
1. Déterminer ’ensemble des points M tel que AM.BM = 0.
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Chapitre 15 — 16 : Géométrie 3

Correction Notons A(x4,y4) et B(xp,yg) les points fixés. Soit M (z,y) € R2.

—
AM.BM =0 < (Jf—xA)(x—wB)+(y—yA)(y—yB)_0
& 2% —(za+p) a:+a?AarB+y —(ya+yB)y +yays =0

TA+T (x +x 2 + 2 L yp)?
o (x A B) At+TB) +xA$B+(yyA2yB) ~ (ya 4yB) .
za+1p)\> + +25)2 Lun)?
“ (m ) B) +( - yB) MCZE 2P L5 ) S
2 4 4
_ Tatup —l— zp\? ~yatys\? _ (a—=p)*  (ya—yn)’
& + — +
2 4 4
2 ABIN 2
o < wA—i—ﬂCB) _|_< yA‘é‘?JB) <H : H>

AB
Sl yA;yB et de rayon R = 7” 5 ||
Le centre est le milieu du segment [AB)| et le diametre est ||AB]|.

On reconnait le cercle de centre C (

2. A quel résultat de géométrie cela correspond-il ?
Correction On retrouve le théoreme de Pythagore.

Exercice 5 Soient A(0,3,—1), B(1,1,0) et C(1,—1,2).
1. Justifier que ces trois points permettent de définir un unique plan P.
Correction On va regarder si ces points permettent de définir des vecteurs non colinéaires.

Ona AB = (1,-2,1) et AC = (1, —4,3). Soit (A, As) € R2.
N AM+X=0
)\11@ + )\zxﬁ =0 <= —2A1 —4X0 =0
A +3X =0
AM+X=0
<~ —2X =0

200 =0
La seule solution du systeme est (0,0) donc les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Les points
A, B et C définissent bien un unique plan dont E et ﬁ sont des vecteurs directeurs.

2. Donner une représentation paramétrique de P.
Correction Le plan passe par A(0,3,—1) et a pour vecteurs directeurs E et 1@ donc

z=t+t
P y=-2t—4t' +3 ,(t,t') € R2.
z=t+3t' -1

3. Donner une équation cartésienne de P.
Correctlon On cherche un vecteur normal au plan. Donc, on cherche = (a,b,c) tel que

<AB ><AC >=0.

<AB,W>:O PN a—2b+c=0
AC, 7 >=0 a—4b+3c=0
— a—2b+c=0
—2b+2c=0
e a="b
b=c

On peut prendre 77 = (1,1,1).
La plan P passe par A(0,3,—1) et a pour vecteur normal 7 donc
e
M(z,y,2) €P < AM.7 =0
& z+(y—-3)+(k=+1)=0
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Chapitre 15 — 16 : Géométrie 4

donc une équation cartésienne de P est z +y + 2z —2 = 0.

Exercice 6 On considere les points A(1,0,0), B(0,1,0) et C(0,0,1).
1. Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par A, B, C.

Correction Les vecteurs AB = (—1,1,0) et AC' = (—1,0,1) sont non colinéaires et forment des
vecteurs directeurs du plan P.

Le vecteur 7 = AB A AC = (1,1,1) est un vecteur normal & P.

M(z,y,2) e P < AM. 7 =0
S (x—-1)4+y+2=0

DoncP:xz4+y+2—-1=0.

2. Déterminer le projeté orthogonal du point O (origine du repére) sur P.
Correction Soit H(z,y, z) le projeté orthogonal de O sur P. On a donc
HeP =
7}[ ? r+y+z=1 1
OHAB=0 =4 —24+y=0 Fr=y=2=q
OH.AC =0 —r+2=0

3. En déduire la distance de 0 a P.
1
Correction Par définition, d(O,P) = ||OH|| = \/3 = \3[

Exercice 7 Soit A(1,0,1), B(0,1,2), @ = (=1,1,1) et ¥ = (1,0,0).
Soit D la droite passant par A et de vecteur directeur g
Soit D’ la droite passant par B et de vecteur directeur .

1. Combien y a-t-il de droites orthogonales & D et a D’ ?
2. Déterminer celle qui passe par C'(0,2,4). On la notera A.

Correction
1. Il y en a une infinité.

2. On va déterminer un vecteur directeur de A. C’est donc un vecteur orthogonal a D et & D’.
On cherche 7 = (a, b, ¢) tel que
<%, >=<%,7 >=0.

<%, >= —a+b+ec=0
< %,W >= a=0
{ —a+b+c=0
{b+c—0
On peut prendre 77 = (0,1,-1).
z =0
Une représentation paramétrique de A est donc { t =2+t ,te€R.
z=4—t
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