Chapitre 17 : Polynoémes réels 1

Exercice 1 Soit m € R, m # —3, m # 0.
Calculer la seconde solution des équations suivantes.

1. 322 — 14z + 8 = 0 sachant que x = 4 est solution.
Correction On rappelle que dans une équation de la forme az? + bz +x = 0, le produit des deux
c

solutions vaut —.
a

8 2
Si on note y la seconde solution, alors 4y = 3 donc la seconde racine est 3"

2. mz? + (2m + 1)x + 2 = 0 sachant que x = —2 est solution.
Correction On rappelle que dans une équation de la forme az? 4 bz 4+ = 0, le produit des deux
c
solution vaut —.
a

2
Si on note y la seconde solution, alors —2y = — donc la seconde racine est —.
m m

3. (m+3)2% — (m? + 5m)z + 2m? = 0 sachant que = = m est solution.
Correction On rappelle que dans une équation de la forme az? + bz + 2 = 0, le produit des deux
solution vaut E.
a

2

Si on note y la seconde solution, alors my = donc la seconde racine est

m+3

Exercice 2
1. Déterminer les solutions évidentes des équations suivantes
(a) 22 —6x+9=0.
Correction 22 — 6z + 9 = (z — 3)? donc I'unique solution est 3.
(b) 2?4+ 42 —12=0.
Correction 2 est une racine évidente. Le produit des deux solutions vaut —12 donc l'autre
solution est —6.

2. En utilisant la relation coefficients-solutions, résoudre les équations
suivantes.

(a) 22 — 13z +42 =0.
Correction On rappelle que dans une équation de la forme az? + bx + 2 = 0, le produit des

. & -
deux solutions vaut — et la somme vaut —.
a a

r4+y=13

Donc, les solutions sont 6 et 7.
ry = 42

Si z et y sont les solutions alors {

(b) 22 +8x+15=0.
Correction On rappelle que dans une équation de la forme az? + bz 4+ = = 0, le produit des

. c
deux solutions vaut — et la somme vaut —.

r+y=—

Dong, les solutions sont —3 et —5.
zy = 15

Si x et y sont les solutions alors {

Exercice 3 Pour les polynémes proposés, calculer PQ, Po Q et Qo P.

1. P=2X%2—-1et Q=X.
Correction PQ = (2X? — 1)X = 2X3 — X.
Po@Q=2Q>-1=P=2X?—-1etQoP=P=2X%>—-1.

2. P=X?>4+3etQ=X3+X+1.
Correction PQ = (X2+43)(X34+X+1) = X?+ X34+ X2 4+3X34+3X+3 = X5 +4X3+X2 43X +3.
PoQ=Q*+3=(X3+X+1)2+3=X0+2X*+2X3+ X% +2X + 4.
QoP=P*+P+1=(X2+33+X2+3+1=X049X*+27X? +27+X?+4
= X%+ 9X* 4 28X?2 + 31.

S. Freyssinet BCPST 1.1 2024—2025



Chapitre 17 : Polynoémes réels 2

3. P=X3+X2+X+let@Q=X—-1
Correction PQ = (X3 + X2+ X+ 1)(X-1) =X+ + X3+ X2+ X - X3 - X2 - X -1 =X*-1.
PoQ=Q*+Q*4+Q+1=X3-3X24+3X - 1+X2-2X+1+X-1+1=X3-2X?42X.
QoP=P—-1=X3+X%2+X.

Exercice 4 Soit n € N*. Déterminer le degré, le coefficient dominant et le coefficient constant des
polynémes suivants :

P=X+10°-X5 Q=01-X3°4+X"-1)3 R=X-1)"- (X +1)"

Correction

. P:§<2>Xk_x5 = 24: <2>Xk

k=0

5 5
P est de degré 4, son coeflicient dominant est ( 4) =5 et son coefficient constant est <0> =1

5 3
° Q:Z 5] (_X3)k+z 3 (X5)k(_1)37k:_X15+5xl2++1+Xl5_3xl0+_1
o \F o \k
Q est de degré 12, son coefficient dominant est 5 et son coefficient constant est 0.

o R=>" (Z)Xk(—l)”_k -y (Z)X’“ =X" X" ()X X
k=0 k=0

R est de degré n — 1, son coefficient dominant est —2n et son coefficient constant est (—1)” — 1.

Exercice 5

1. Proposer deux polynémes P et Q de degré 1 tels que

P(1)=0, P(2) =1, Q(2) =0, Q(1) =1

Correction Voir la généralisation en dessous.

2. Soit (a,b) € R? avec a # b. Proposer deux polynomes P, et P, de degré 1 tels que

Pu(a) =1, Py(b) =0, Py(a) =0, By(b) =1

Correction P, est un polynéme de degré au plus 1 : 3 (ag,a1) € R? / P = ag + a1 X.

1

Pa(a)zl ag+ar.a=1 N al.(a—b): N al:a—b

P,(b) =0 ap+ay.b=0 ap = —ay.b an = 0

0=

a—1b
—b 1 X—-b
D Pa: X: .
one a—bJra—b a—1b

X —-a

Avec le méme raisonnement, on obtient P, =

Exercice 6 On définit une suite de polynomes (P, ),en par
Py=1, PL=Xet Vn € N, Pn+2 = QXPn_H - P,

1. Déterminer P, et Ps.

2. Conjecturer, pour n € N, le degré de P, et le coefficient dominant de P,.
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Chapitre 17 : Polynomes réels 3

3. Démontrer votre conjecture.

Correction
1. P, =2XP — Py =2X?—1.
P3=2XP,— P =2X(2X%? - 1) - X =4X3 - 2X — 1.
2. On conjecture que pour n € N*, deg(P,) = n et que son coefficient dominant est 27!,
3. On le démontre par récurrence double.

I Pour n=1,2.
P =X et P,=2X?—1donc H(1) et H(2) sont vraies.

H Soit n € N* tel que H(n) et H(n + 1) soient vraies.
Par hypothese de récurrence, il existe 2 polynomes @, et Q41 tels que P, = 2" 'X" +Q,
et Py = 2"X" + Q41 avec deg(@y) < n —1 et deg(@Qp+1) < n.
Donc, Pyi2 = 2X Py — Py, = 2X (2" X 4 Qi) — 271X — Q,, = 271X 2 4 ol
deg(Q) <n+ 1.
Donc le degré le P, 1o vaut n + 2 et sont coefficient dominant est ontl,
Donc, H(n + 2) est vraie.

C Par le principe de récurrence, Vn € N* deg(P,) = n et que le coefficient dominant est
2n—1,

Exercice 7 Soit P € R[X] tel que P(X) = P(X +1).

1. Démontrer que Vn € N, P(n) = P(0).
2. En déduire que le polynéme P — P(0) est le polynéme nul.
3. En déduire les valeurs possibles de P.
Correction
1. On le démontre par récurrence : Yn € N, H(n) : P(n) = P(0).
I: Pour n=0: P(0) = P(0) donc H(0) est vraie.
H : Soit n € N tel que H(n) soit vraie.
Par hypothese sur P, Vo € R, P(z) = P(z + 1). Donc, P(n+ 1) = P(n) = P(0).
Donc, H(n + 1) est vraie.
C : Par le principe de récurrence, Vn € N, P(n) = P(0).
2. Le polynome P — P(0) admet une infinité de racines donc c’est le polynéme nul.
3. On en déduit que P = P(0). P est donc un polynéme constant.

Exercice 8 Soit n € N*,
On considere le polynome P = (X + 1)?"+1 — X2+l 1,

1. Montrer qu’il existe un polynéme Q tel que P = (X? + X)Q.
2. Quel est le degré de Q7
3. (—1) est-il une racine multiple de P ?
Correction
1. On remarque que X% + X = X(X +1).
Or, P(0) =1—1 =0 donc 0 est une racine de P.
P(=1) = —(=1)?""1 — 1 =0 donc —1 est une racine de P.
On a deux racines distinctes de P donc il existe un polynéome @ tel que P = X (X + 1)Q.
2. Par les propriétés sur le degré, deg(P) =deg(X (X + 1))+deg(Q).

Or, deg(P) = 2n donc deg(Q) =2n —2=2(n —1).
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Chapitre 17 : Polynoémes réels 4

3. On utilise la caractérisation des racines multiples.
P'=(2n+1)(X+ 1) — (2n + 1)X?".
P'(—1) = —(2n + 1)(—=1)?" # 0 donc —1 n’est pas une racine multiple de P.

Exercice 9 Soit n > 2. Soit P = nX"*2 — (4n + 1)X" ! 4+ 4(n + 1)X" — 4X" L,
1. Justifier que 2 est une racine de P.

2. Est-ce une racine multiple de P 7.

Correction

1. On remarque d’abord que P = X" 1 [nX3 — (4n + 1)X2 + 4(n + 1)X — 4].
P(2)=2""18n—4(4n+1) +8(n+1) —4] =0.
Donc, 2 est une racine de P.

2. Pl=(n—1)X"2[nX3 - (4n+1)X2+4(n+1)X — 4] + X" 3nX2 - 2(4n+ 1)X +4(n +1)].
P'(2)=0+2""112n —4(4n + 1) + 4(n + 1)] = 0.
Donc 2 est une racine multiple de P.

Exercice 10 [*] Soit n € N*. On pose P = (1 + X)?.
1. Développer P. En déduire le coefficient devant le mondéme X".

2. En écrivant P = (1 4+ X)™.(1 4+ X)", montrer que
= \F n

2n
2 2
1. Par la formule du binéme de Newton, P = Z ( ]:L ) X, Le coefficient d’indice n est donc ( n)
n

Correction

2 e (S0 (S () -BE O -B5 ()

n n 2
ou on a posé j =k + £. Le coefficient d’indice n est Z (Z) ( " k‘) = Z (Z) .
n [R—

k=0
" )’ 2n
Par unicité des coefficients, Z ( k) = ( )
k=0 "

Exercice 11 [*] Soit n € N*. On pose P = (1 + X)".
1. Développer P.

2. Déterminer deux expressions de P’.

Vke{l,...,n}, k(:) :n<Z:i>

n
1. Par la formule du binéme de Newton, P = Z <Z> X~
k=0

3. En déduire que

Correction

S. Freyssinet BCPST 1.1 2024—2025



Chapitre 17 : Polynomes réels 5

n
2. Par la question précédente, P’ = Z k (Z) Xkt
k=1

n—1 n
-1 -1
Par la définition de P, P’ =n(1+ X)" 1 =n E (n )Xk = g n(n )Xk_l.
k=0
3. Par identification, on obtient que

Vke{l,...,n}, k(Z) —n<2:1>
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