Chapitre 19 — Limites et continuité de fonctions 1

Exercice 1 Déterminer les limites suivantes

T+5
1. f(x) = —5—— en +oo. 1 —J1=
fle) wz'i-l 7. f(m):\/+$ v T en 0.
x
x° -
2. f(x) = o +00. 8. f(z) = cos(5z)e 3% en +oo.
3. f(z) =€ —2z+1 en +o0. 9. f(z)= sin(2z) en 0.
4. f(z) = 3ze™™" en +oc. DT
e’ +1 10. f(x) = esin(z) en +oo0.
5 f(z) = — L en +00. 2 +1
er - — ar—sin(z)
6. f(x)=v1+x—+or—1en +oo. 1. f(z) =e en +oo.
Correction
5 rx(l+2 1 5
1. Soit z € RY. $2+ = ( xl) = i ”31 .Donc, | lim f(z)=0]|
?+1 2(1+L) o(1+4%) mrtoo
2. Soit v e Ry, =¥ L8175 1 =
. Soit x € +.x2_1—x.1_%2. onc,xlmoof@)——i-oo‘
x 1
3. Soit z e RY. e* =2z +1=¢e" (1_2el’+ex>'
Par croissance comparée, lim — = 0. Donc,| lim f(x)= 4o0|
z—+o0 et T——+00
2,
4. Soit z € R} 3we=" = 3.~
—x
Or, lim XeX =0donc lim —22e~%* = 0. Par quotient, | lim f(x) =0
X——0 T—+00 T——+00
. , e +1 1+ e *
5. Soit x € RY. e"’f—l_l—e*x'DonC Igrfoof( x) =

6. Il s’agit d’une forme indéterminée +o00 — (+00) ou les deux termes tendent vers +oo avec la
méme vitesse. Aucune mise en facteur ne conviendra. On multiplie par la partie conjuguée.

Vifz+vVz—-1 Vi+z+vVz—-1 Ji+z+J/z—-1
Or, lir+n V1+x++x —1= +0c0. Par quotient, hm (\/l—i—x—\/a:—l)—O.
T—r+00

7. On applique la méme méthode.
Vitr—VI—2  (14+a2)-(1-2) 2
x Cz(VI¥z+Vi—-z) ViFz+VI—z
Or, lim(y/1+ 2+ +/1 — ) = 2. Par quotient, | lim(v1+x — 1 —xz) =1/
z—0 z—0

8. On utilise un encadrement de la fonction cosinus.
Vr € R, 0 < |cos(5x)] <1=0<|cos(hr)e 37| < e 32,

Or, lim e 3% = 0. Par encadrement, | lim cos(5x)e™* =0|.
T—+00 T—+00

sin(2r) 2 " sin(2x)

sin(2z)

in(X
9. re — % 57 )1( sm)(( ) = 1. Donc, par composition, il_)r% 5y = 1
.|, sin(2z) 2
P 1 =—|
ar produit, lim Er =
10. On va utiliser un encadrement de sin. Vo € R, 0 < |sin(z)] <1=0< zsin(z) ]
22+ 1 22 +1
Or, lim _r 0. Par encadrement, | lim :ES;H(:B) =0\
z—+oo 2 4+ 1 zotoo 2 41

11. Vz € R, z—1 < z—sin(z) = e ! < e () par croissante sur R de la fonction exponentielle.

Or, lim e* ! = +o0. Par minoration, | lim e* s®) = 40|
r—r-+00 T—-+00
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Chapitre 19 — Limites et continuité de fonctions 2

Exercice 2 Limites et parties entieres

1.

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = x|z].
Déterminer les limites de f en 400 et en —o0.

. . o 1
2. Soit la fonction f définie sur R* par f(z) =« LUJ
Déterminer les limites de f en 0 et en +o0.
Correction
1. On va utiliser la caractérisation de la partie entiére : Vz € R, z — 1 < |z] < .
Pour z > 0, cela donne x(x — 1) < z[z] < 2. Or, lim z(zx—1) = +oo.
r—+00
Par minoration, | lim z|x| = 4o00|
r—r—+00
Pour z < 0, cela donne x(x — 1) > x|z] > 22. Or, Em 2% = +oo.
x —0o0
Par minoration, | lim z|z| = +oo|.
Tr—r—00
.1 1] 1 1 .
2. Ve eRY, ——-1< |- |<-=1-2<z2|-|<1Orliml—-z=1.
x x x x 0

lim x

Par encadrement,
z—0

31

1 1
Soitx >1.0< —< 1= {J = 0. Donc, la fonction f est nulle sur |1; 4+o00|. D’on,
T x

Exercice 3 Limites et fonction sinus

1.

2.

Montrer que la fonction sinus n’admet pas de limite en +oo.
Soit la fonction f définie sur R* par f(x) = sin (i)
Montrer que la fonction f n’admet pas de limite en 0.

Soit la fonction f définie sur R* par f(x) = xsin (;)

Déterminer la limite de f en 0.

Correction

1.

Nous allons proposer deux suites (2, )nen €t (Yn)nen qui tendent vers 400 et telles que (sin(zy,) )nen
et (sin(yn))nen ne tendent pas vers la méme limite.

Prenons Vn € N, x,, = 27mn et y, = g + 27n. Alors Vn € N, sin(x,) = 0 et sin(y,) = 1.
Or, si la fonction sinus admet une limite en 400, les deux suites (sin(zy))nen €t (Sin(yn))nen

devraient tendre vers cette limite. Donc, sinus n’admet pas de limite en +oo.

1
On fait de méme en prenant les suites définies par Vn € N, z, = — et y,, = ———.
2mn 5 +2mn

Il faut montrer que la fonction f a une limite finie en 0. On prendra cette valeur pour définir le

prolongement.
* . 1 . 1
Ve e R*, [sin(— )| <1=|zsin|— )| < |z
x x

Par encadrement,

. . ( 1 )
limzsin | — ) =
z—0 €T
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Chapitre 19 — Limites et continuité de fonctions 3

Exercice 4 [*] Montrer que la fonction tan n’admet pas de limite en +oo.

Correction On raisonne par I’absurde. Notons ¢ = lim tan(x).
T—r+00
D’une part, Vn € N, tan (7r + mr) =1. Donec, lim tan <7T + mr) = 1 (suite constante).
4 n—-+o0 4

7T
D’autre part, liI_’I_l 1 + nm = 400 donc puisque f admet une limite en +o00, par composée de limite,
n—-+0o0

lim tan <n7r> =/
n—-+oo 4

Par unicité de la limite, 1 = /.

D’autre part, ¥n € N, tan (n7) = 0. Donc, 1ir_~r_1 tan (nm) = 0 (suite constante).
n—-+00

D’autre part, liril nm = +oo donc puisque f admet une limite en +o00, par composée de limite,
n—-+00

lim tan (nm) = /.
n—-+00
Par unicité de la limite, 0 = /.

C’est absurde donc tan n’admet pas de limite en +oo.

Exercice 5 Etudier les limites suivantes. Dans beaucoup de cas, il pourra étre intéressant de faire un
calcul d’équivalent.
23 +x + 52

1

425 — 3022 T 9. 2z1n (1 + xQ) en +oc
r? — 31 +2
Lo * 1\*

2. o — 1 en 1(n € NY) 10. (1+$> en +oo
sin(z lnx) 1

3. T en 0 11. = (1 — COS ()) en +oo
2?24 —2 v

4. T 3™ 1 12. In(322 + 27) — In(222 + 32) en +oo
x;_ Tt 13. (1 —¢€*)Ilnz en 0.

5. x= en +00 .

sin(z) — cos(x) ™
6. ¥ en 0 14. 444i2447744476n‘1
T4

7. Va? 4+ 2zr —x en +00 sin(3x) -
tan(3x) 15, —————en -

8. — en 0 1 —2cos(x) 3
sin(2z)

Correction
| w52 o iy TrT+52 1
" 42 = 3022 oo 423 O |atoo 428 — 3022 47

0
2. C’est une forme indéterminée o On va factoriser par = — 1.

?=3z+2 (z-1)(z-2) =z-2

xn — 1 n—1 = n—1
(x—1). > 2k Y 2k
k=0 k=0

2 _ _
Dong, | lim st = — .
=1 " —1 n

3. lim xlIn(x) = 0 donc, par substitution dans les équivalents, sin(zIn(x)) ~ =z lIn(x).

xz—0+ z—0*t
in(xl
Par quotient, sin(a In z) In(z).
x z—0+
in(zl
Or, deux fonctions équivalentes ont la méme limite donc lin% w = —00|
Tr—r X
2 _ _ 2 _ _
g Tt 2:(95 1)(a:+2)::1:+2d0nc lig 2 T2 2 _ -3
22 —42+4+3 (z—-1)(z-3) =z-3 a>1a?2 —4r+3 2
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Chapitre 19 — Limites et continuité de fonctions 4

10.

11.

12.

13.

14.

15.

In(x
xr = exp ( ( )> donc, par composée de limite, | lim zr =1,
x T——+00

Ve e Ry, 2% = e In()
lim xln(z) = 0 et €’ = 1. Par composition, | lim 2% =1

z—0t z—0t
2
Soit & > 1. Va2 + 2z —x ==x <,/1—|——1>.
x
2 2 e s
Or, /1+=—-1 ~ — donc, par produit d’équivalents, V22 +2x — 2 ~ 1.
€ z—+oo 21 z—+00
Donc, | lim Va2 +2x—z=1|
T—+00

tan(3x) N 3—x:§donc . tan(3z)

Par quotient d’équivalent, — im —
sin(2x) z—0 2z 2 2—0 sin(2z)

2
3
1 N - 1
lim — = 0 donc, par substitution dans les équivalents, In { 1 + — Par produit,
x2

r——+00 ,’1,'2
1 2
2eIn (1 + —3 ~ -,
x r—+00 I

1
Donc, | lim 2xIn <1 + ) =0/

T—+00 £L'2

. 1\* 1
Soit « > 1. <1+> :exp<xln<1+>).
x x

1 1
Par produit d’équivalent, = In (1 + ) ~ 1. Donc, lim zxln <1 + > =1.
x x

T—r—+00 T— 400

a:—>+oo ,’1,'2

1 €T
Par composée de limites, | lim <1 + > =e|
x

T—+00

1 1 1
lim — = 0 donc, par substitution dans les équivalents, 1 — cos () ~ =

r—+00 T x) w—=+too 202
: 1 1 . 1
Par produit, z (1 — cos | — ~ —et| lim x(1l—cos{—])=0]|
T r—+o0 2 T—+00 T
Soit > 1.
322 + 22
In(32% 4+ 2x) — In(22? + 32) =In | ~—5——~
n(3z° + 2x) — In(22° + 3x) n(2$2+3$>
3 2 3 3
Or, Jm ﬁ B donc, par composée de limites, xgr—&r-loo In(3z% + 2z) — In(22% + 32) = In (2> !
Par produit d’équivalents, (1 — e*)Inz ~ —zIn(x).
Tr—r
Dong, | lim(1 —e*)Inx =0
z—0
T
P =z — —.
osons y =& — -
. ™ ™ V2 V2 V2 V2
sinz — cosz sin (y + 4> — cos (y + 4> B cos(y)7 + sm(y)7 — cos(y)7 + sm(y)T B VZsin(y)
=7 y y y
Or, lim sin(y) =1 donc | lim w =V2|
y—=0 y =7 T—7
Posons y = x — T
3
sindz  sin(3y +m) B —sin(3y) — sin(3y)

\/I—QCOSJ? B \/1_2(305(y—|—%) \/1—(305( )+\/?:sm f\/ COb \/gsin(y)
Y
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Chapitre 19 — Limites et continuité de fonctions 5

i% sin(z) = 0 donc In(1 + sin(x)) ol sin(z).

De plus, sin(x) ~, T Donc, par transitivité,
T—>

In(1 +sin(x)) ~ x|

x—0

5. In(cos(z)) = In(1 4 cos(z) — 1). Or, lir% cos(x) —1 = 0 donc In(1 + cos(z) — 1)
T—r

2

1-— i —sin(3 -3
Or, lir%( cos(y) + \/§SIH<y)> = /3 donc sin(3y) ~ g
Y= Y Y 1 — cos sin Y=
/i \/ W , 350w V3
Yy Yy
sin 3z —3y
Finalement, | lim = lim =0/
z—=% /1 —2cosxz y—0 /3y
Exercice 6 Déterminer un équivalent simple des fonctions suivantes au point indiqué.
x —T .
, & te en 400 ot en 0. 4. In(1 + sin(x)) en 0.
2 5. In(cos(z)) en 0.
2. 22+ +2In(z) en 0 et en +o0. ) T
9 6. In(sin(z)) en —.
3. €4+ 2% en 0 et en 4o00. 2
Correction
X —x €T X —XT X
1 Soitz>0 St — % (1462 Or, lim 14+e 2 =1done| S8 ~ &
2 T——+00 2 T—+o00 2
z -z T —x
limizldonciwl.
z—0 2 2 z—0
2. En0:
2 2 2
x*+x+2In(x) x x ) x x
= 1.0r, 1 =0d 2 21 ~ 21 :
21In(x) 21In(z) +21n(x)+ bt 21In(z) +2ln(x) onc| %+ +2Mn(x) z—0 n(z)
En +o00:
2 21 21 21 21 21
z"+z+2n() =1+ n(z) + n(x) Or,par croissance comparée, lim n(z) + n(z) =0
12 72 12 r—+o0 I x2
donc |22 + 2+ 2In(x) ~ 2?|
T—r+00
3. En +o00:
T 2 2 2
e 1+ r Or, par croissance comparée, lim ro_ 0 donc |e” + 122 ~ €7
et et r—+o0 et r—+00
En 0 :
lim e + 22 = 1 donc |e® + 22 ~ 1|
z—0 z—0
4.

ot cos(z) — 1.

T
e plus, cos(z) o T

22

P e ~ _

ar transitivite, ln(cos(a:)) 0 9

s
On pose y = 7~ x pour se ramener en 0.

In(sin(z)) = In <cos <72T - y)) Or, In(cos(y))

Donc,

y2

~  ——

y—0 2"

Exercice 7 Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité aux points indiqués ?
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Chapitre 19 — Limites et continuité de fonctions 6

T

e
1. x— zIn(2z) en 0. 4. x+— — en 0.
9 1 ac( e)nO t 1 7.x»—>(x;2)2<$_ )enleten2.
' In(z) ' 5. x — xsin () en 0. z° — 3z +2
Inx v 8. = — tan(x) r—Z=)enZ
3. x+— —en0. 1 ' 2 2’
- _Z
6. x+—e T en 0.
Correction
1. liré1+ x1n(2z) = 0 donc ’ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. ‘
T—
9. lim —— =0 donc ’ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. ‘
—0+ In(x)
. In(z) , A
3. lim = +o00 donc ’ f n’est pas prolongeable par continuité en 0. ‘
z—=0t T
€T
4. lim ¢ _ 400 donc ’ f n’est pas prolongeable par continuité en 0. ‘
z—0t T
1 1
5. Vz € R*, |zsin ()‘ < z. Par le théoréeme d’encadrement, lim z sin <> = 0. Donc
x z—0 x
’ f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. ‘
1 1
6. lim e £ =0et lim e =400 donc ’ f n’est pas prolongeable par continuité en 0. ‘
z—07F z—0~
7. Soit z € R\ {1; 2}.
—2)%(x — —2)%(z — —2)(x — —2)%(x —
(=22@=3) _(@-2°@-3) @-2e-3) . (@-2-3)
22 — 3z + 2 (x —1)(x —2) r—1 -2  x? — 3z + 2
— (2 —2)%(z - 3)
Donc ’ f est prolongeable par continuité en 2 en posant f(2) =0.| lim = +o00
z—1+ 12 —3x+2
donc ’ f n’est pas prolongeable par continuité en 1. ‘
8. C’est une forme indéterminée oo x 0. Soit z € R\ {g +km, k€ Z}.

tan(z) (z— ) = @) (T :M R N M
-89 2E D e

Dong, | f est prolongeable par continuité en g en posant f (g) =1.

Exercice 8 Etudier la continuité des fonctions suivantes aux points demandés.

1. g:zw— |z]+ (z—[z])*en 0. le]
2.f:a;»—>1—{1Jen0. 3.h:3:|—>L$Jxen2.
r |z
Correction
1. Soit x € [—;,0{. g(z) = =1+ (x +1)? donc xl_ifélﬁg(ac) = 0.

1

Soit x € }0, } g(z) = 2% donc lim g(x) = 0.
2 z—0t

Or, ¢g(0) = 0 donc g est continue en 0.
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Chapitre 19 — Limites et continuité de fonctions 7

2. On introduit deux suites :

1
et yn =

Vn € N, =
" tn n+1 n—+

D=

Ona lim uw,=0et lim y,=0.
n—-+00 n—-+00
1 1
De plus, Vn € N, f(u,) = — — {J =n+1—[n+1]=0et
Up Uy,

o= <[] -ne SV -4

f n’admet pas de limite en 0 ‘

Donc, nll)rfoo flun) # ngrfoof(yn). Donc,

3. On va utiliser I’écriture exponentielle de la fonction h.

Vo € [1,+o0], h(z) = exp(lr) In(x)) =exp[|z] In(z) — zIn([z])]

exp(z In([x]))
e h(2)=1.
° xlggf |z| In(z) — zIn(|z]) = In(2) — 2In(1) = In(2). Donc, xlgglﬁ h(z) = 2.

. xlgg |z] In(z) — zIn([z]) = 2In(2) — 2In(2) = 0. Donc, wligl+ h(z) = 1.

Donc ’1& fonction h n’est pas continue en 2. ‘
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