Chapitre 20 — Développements limités 1

Exercice 1 Déterminer un équivalent puis un développement limité en 0 aux ordres 1,2,3 et 4 de :

1.z /7 3.z +22* +32+3
2. x> a4+ +1 4. v 2%+ 2t(e® — 1)
Correction

~Y = pu— 2 = 3 = 4_
1. ﬁﬁoﬁetﬁﬁoﬁjto(a:)ﬁo\/ﬁro(:c)HO\/ﬂLo(x)HO\/%Jro(a:)
2. 83 4+2+1 ~ leta’+z2+1 = s+1+0(x) = z2+1+0(2?) = 23 +x+1+0(2?)
z—0 z—0 z—0 z—0
= B +z+1+o0(zh).

z—0
3. 2°+2z*4+32+3 ~ 3et:c +2244+32+3 = 3z+3+0(z) = 3z+3+0(2?) = 3z+3+0(z?)
z—0 z—0 z—0
= 2:U4+3:U+3+0( 4.
20
4. lim x(e® — 1) = 0 donc 23 + z*(e® — 1) ~ a3
z—0 z—0
Donc, 2° + 24(e®* —1) = 23 +0(2%) = o(z) = o(2?) = 23+ o(z?).
z—0 z—0 z—0 z—0

Exercice 2 Déterminer les développements limités a I'ordre indiqué en 0.
1. f(x) =ze™™ a l'ordre 3.

2. g(z) = sin(z) In(1 + x) a Pordre 4.
1 2
3. h(z) :1n< Rk ) A Pordre 5.
1-=z
1 NBE 4
4. k(z) = exp (_3;2) a lordre 4. Montrer que k(x) = o(z4).
Correction

1. e* = 1—a:+w22+o(3:2) donc |ze " = :U—xQ—I—%—i—O(x?’).

z—0 z—0
3 5 - 2 4
, x x 6 sin(x) x x 5
s =z 42 - 11— 4 .
2. sin(e) 5,2~ " 120 :O( 4) dO;C e 501~ % tim o)
_ T 5
In(l+a) S o545 =k +o(e).

Par produit,

sin(x) B z? ot 5 D A A 5
i+ = (1 ot o)) (oG g - o)

1+ 22 9 9 T 5 x T T T
3. 1n<1_x>xzoln(1+x)—ln(l—x)xzox —?—i-o(x)— - — - — — — — —+4o0

1+ a2 3x2 3 ot gP 5
= —Q - — — (@)
done, ln<1x>ﬁox+ s "3 atE T (+°)

k(z) 1 -1 X? 1
e (:U?) = X avee X =

.1 : )
Or, lim — = +00 et, par croissance comparée, lim — =0.
z—0 X X—+o e
k(z)

Par composition de limites, lim — > = 0. Donc, | k(z) = o(x) |
z—0 X z—0

Exercice 3 Calculer les limites en 0, lorsqu’elles existent, des fonctions suivantes.
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Chapitre 20 — Développements limités 2

1.

X —

In(1+4 ) +1In(1 — x)

22
Vitaor—V1-2x .
2. x— z
x
V14 2x —cosx —sinzx
3. x— 3
x
Correction
x? 9 x? 9
In(1+2)+1In(1 —2) x—?+0(:n)—x—5+o(x)
1. = = —1 + O(l).
J;‘z z—0 ;Cz z—0
In(1 In(1 —
Donc, | lim n(l+ x)—|—2 n( z) =1/
z—0 T
1+ 2 +o@) — 1+ =+ o(x)
1 —1- ) x)— 9 L
2. Vife-vi-w = 2 2 = 1+0(1) donc il faut un développement
X z—0 X z—0
limité a ’ordre suivant. ) )
r r
1+ = — = +4o0(?) - <1———|—O(a:2)>
1 —+/1— 2 8 2 8
Vitz—vVi-z _ ~ o),
X z—0 X z—0
Vit —V1—=z ) Vitz—V1-u )
- 1+o0(x)—1 -
Donc, L - T (z) = 0(1). Donc, | lim L =0/
xT x—0 x z—0 z—0 X
3. On va proposer des développements limités & 'ordre 3 en 0 de chacune des fonctions présentes

au numérateur.
2z (22)2  (22)3 2 2l

_ _ 3y — _ 4z 3
V1+2%:ol+22 s Tqe tol) S ttes g g ol
_ 1Y 3
cos(x) =1 5 + o(x?).
. . - 3
sin(z) S0t TG + o(z?).
1 2 23 1 z? z3 3
Donc, 1+2z—cose —sinw e +7_$+€+O(m) = 2+o(1).
3 z—0 3 z—0 3
. V1+2x —cosx —sinx 2
Finalement, B ~ =
T z—0 3

Exercice 4 Déterminer un développement limité a ’ordre 3 en 0 des fonctions suivantes :

1. @+ sin(x) cos(2z) 4. 2+ 3

2. x> sin(3z) — 3sinz 5. x + In(cos z)

3. z+—In(2+x) 6. x> ST et
Correction

1.
2.

3

4.

D.

1
sin(z) cos(2x) =, %~ F:B?’ + o(x3).
z—

: aw 4.3 3
sin(3z) SSlnl‘x_)O 4x° + o(z?).

2 3

€T T
)

In(2 + ) :01n2—|—2 % o

T—

3 9 27
\/24_3371»0\/5 +4af 37 —i——l%az + o(z?)
x? 5
In(cos(x)) S0 + o(x?)
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Chapitre 20 — Développements limités 3

3

. T
6. ST o = _T_ 4 o(z3).
z—0 §) ( )

R—R

Exercice 5 Soit f: { - osin(@)
1. Déterminer ’équation de la tangente a la courbe en x = 0.

2. Etudier la position de la courbe par rapport a sa tangente.

Correction

1. lin% sin(z) = 0 donc on peut substituer = par sin(x) dans le développement limité en 0 de exp.
T—

S | o (sin(e))?)

xrT—r

On s’occupe ensuite de chaque terme séparément.

(sin(z))? ~ 2% donc O((sin(x))Q) 200(1’2)

T— T—
sin(x) =, Tt O<x2>
(sin(z))? = 22 + O<x2)

Finalement,

e — 1+$+m2+0<x2) = l+a+ i +0(2?)

T 2 T 2

La tangente a la courbe est donc ’la droite d’équation y =1+ ‘

2. Le signe de f(z) — (1 + x) nous permet de déterminer la position de la droite par rapport a la

courbe. )

2
_Z 2 _ ~ F _
On a f(z) — (14 x) 0D +O<x ) donc f(z) — (x + 1) 0D donc f(z) — (1 4+2) > 0 au
voisinage de 0.

Dong, | La courbe est au dessus de la tangente en 0 ‘

Exercice 6 Déterminer les développements limités au point et a ’ordre indiqués.
1. f(x) =In(2 +sin(z)) en x = 0 a l'ordre 3.
2. h(z)=(1+ w)% en z =0 a l'ordre 2.

Correction
1. f(z) =In(2 +sin(z)) = In (2(1 + sin2(m))> =1In(2) + In(1 + 51n2(:):)) = In(2) + In(1 + g — :fz +o0
e E 2 o) il
u(z) ~ O(u3> donc = 0(1‘3)
N
u(z)? = 23 +o(z’)
Donc, f(x) o In(2) + g - f; - i: + 321:2 + O(JUS) o In(2) + g - a;: - ;i +o(a%) |
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Chapitre 20 — Développements limités 4
r  x? u 9
2. h(z) =exp <ln(1+1:)) = exp 1—§+§+O e.(1+u+—+o(u )) ou
2
__r, r 2
u(x) = 5 + 3 —i—O(a:)
_ Tz 2
u(x) = 5 + + O(m )
2
2 _
2 _ 2
o(w?) = o«
Done, h(z) = e.(l f+x—2+x—2+o( 2)) =
one, . 2—0 ¢ 2 3 8 o 2—0 ¢
Exercice 7
1
1. Déterminer un équivalent simple de f(x) = — ——enx=0
sin(z)
1
2. Déterminer un équivalent simple de f(z) = —5—~ —
sin®(z)
Correction
L 1 _l:x—sin(x) _ x—(:c—%—i—(’)(w%)
sin(z) = xsin(z) a—0 xsin(z)
x
~ b
Donc, f(x) o 22
Finalement, | — L — 1 ~ 2
sin(r) x 2—-06
5 1 1 2% —sin?(z) (@ —sin(z))(z + sin(x))
Csin?(z) 22 a?sin?(z) 22 sin? () )
Or, z +sin(z) = z+xz+o0(x) = 2z + o(x). Donc, x + sin(z)
z—0 z—0
z oy
Donc, par produit et quotient, f(z) ~ 6 I
z—0 X
1 1 1
Final byl —— —— ~ = |
HAtCIe,  inZz ~ 22 250 3
Exercice 8 Déterminer un développement limité a ’ordre 3 en 0 des fonctions suivantes.
1
l.x— —
e’ +cosx
1
R G
T8 sin(x)
X
3. T+
Cos T
Correction
1 1z 22 5 4 3
" €T +cosx 502 4178 1" + o).
1 1z a2 3
9 - = I T 3,
Sisimzoo03 9 27 16z o)
€T
2
- L+z+ 2%+ Za3 + o(a?).
Ccos T z—0 3
. : 9 1
Exercice 9 [%] Soit f:x +— x(e” —1)cos | — ).
x
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Chapitre 20 — Développements limités 5

1. Montrer que f(z) = o(x?).
z—0
2. Montrer que f ne possede pas de développement limité a ’ordre 3 en 0.
On raisonnera par l’absurde.
Correction

1. On va étudier

/(@) = (e — 1) cos (1

x? x
1 1
cos ()‘ <1=0<|(e”—1)cos ()‘ < |(e® —1)].
x x

1
Or, lim |(e” — 1)| = 0 donc, par le théoréeme d’encadrement, lim |(e® — 1) cos ()‘ =0.
z—0 z—0 X

0<

On en déduit que | f(z) = o(z?)|.

z—0

2. On raisonne par l'absurde et on suppose que f admet en 0 un développement limité a 1'ordre

3.
Donc, il existe a € R tel que f(z) =, az® + o(z?).
z—
Donc, /(@) = a+0o(1). Donc, g : x — /(@) admet une limite finie en 0.
3 1—0 x3

On va montrer que c’est absurde.

1
Prenons Vn € N, x,, = — et y, . Ces deux suites convergent vers 0.

2mn - 5 +2mn

Tn __ 1 Tn 1 Yn __ 1

VneN, g(z,) = ° cos(2mn) = © et g(yn) = © cos <7r + 27m> =0.
) In _ Tn Yn 2

Done, lim g(wn)=1et lm g(yn)=0.

Dong, il est absurde de supposer que la fonction g admette une limite finie en 0.
la fonction f n’admet pas de développement limité a ’ordre 3 en 0. ‘

Donc,
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