Correction du DM pour le mardi 11 mars.

Calculs.

1. lim e 3% =0 et siny ~ y donc par substitution, sin(e=3%) ~ =32,
r—+00 0 +oo
Puis, par produit des équivalents, | z sin(e=3%) I xe 3% |,

oo

Or lim ze 3% = 0 par croissances comparées. [ Donc lim zsin(e™3%) =0

r—+00 r—+00

2. Soit x > 1. 2
1 In(1+1
In(1+22) -z =In(2?(1+1/2?)) -z =2Inz+In(1+1/2?) /2 = —/z |1 — 9T M
e NG
! In(1+ 1/a>
Or, par croissances comparées, lim 2T 0. Par quotient de limites, lim w —=0.
e /T st T
| In(1 + 1/22
Donc, par somme, lim |1 — QE _ w

T—400 \/E \/E
Donc, |[In(1+22) -z ~ —/2|

T— 400

=1

3
x
3. Par opérations usuelles sur les développements limités, on trouve | /1 + 2z — cos(x) =z + > + o(z3) |

3

x
Donc v/1 + 2z —cos(z)—x =5 +o(x3). Ce développement limité est non-nul, on en déduit un équivalent :

23 V1+2x —cos(z) —x

1
V1+4+2x —cos(z) —x R Donc, par quotient des équivalents, 3 et
x

V1+4+2x —cos(z) —x

On en déduit | lim =

1
z—0 3 2

Exercice.

1. La fonction f, est dérivable sur [0,1] car c’est la somme de deux fonctions dérivables (sur R) donc sur
[0,1]), et Vx € [0,1], f](x) = —ne ™ —1<0.
On en déduit que f, est strictement décroissante sur [0, 1]. De plus, f,(0) =1 et f,(1) = e n—1, dou
le tableau de variation de f, :

x |0 1

Jn pN

2. fn est continue, strictement décroissante sur [0, 1], donc, d’apres le théoréme de la bijection, elle réalise
une bijection de [0, 1] sur son image f,,([0,1]) =[e™ — 1, 1].
De plus, 0 € [e™™ — 1, 1] (ensemble d’arrivée de la bijection) puisque —n < 0 donc e™™ < 1.
Donc 0 admet un unique antécédent (appartenant a [0, 1]) par f,.

‘ Cela signifie qu’il existe un unique x,, € [0, 1] tel que f,(z,) =0 ‘

3. Soit n € N* fixé quelconque. Soit = € [0, 1] fixé quelconque.
fa@e ™ +ze™ —1)=(e™™ —g)e " +xe ™ —x=e " —x=e "t _ g (cest fry1(z)).

Donc ‘ Vn e N*, Ve e Ry, foqi(z) = fu(x)e* + (e —1) ‘

4. L’égalité précédente est vraie pour tout = € [0, 1] donc elle est vraie en x,,. Donc fi1(x,) = fn(zn)e "+
Zp(e™® —1). Or fu(x,) =0, donc fri1(xy,) = xn(e* —1).
Or z,, € [0,1] donc e~ < 1, donc e~ —1 < 0. Donc le produit x,, (e =" —1) est négatif. ‘ Ainsi, fpyi1(zn) <0 ‘
On en déduit le tableau de variation de f, 11 dans lequel on place les points z,, et z,11 :
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z |0 Tnt1 Ty 1

N\
fn—i—l (xn)

5. Soit n € N* fixé quelconque.
Si @, < Tpy1, alors, comme f,11 est décroissante sur [0, 1], on aurait f,41(2,) < frnt+1(Znr1), or ce nest
pas le cas puisque fn4+1(znt1) =0 et fry1(x,) < 0. Donc x,, > xp41.

Ceci est vrai pour n € N* quelconque donc c’est vrai pour tout n € N*. ‘ Donc la suite (x,)nen+ est décroissante |

6. La suite (zn)nen~ est décroissante, minorée (par 0) donc d’aprés le théoréme de la limite monotone,

‘cette suite est convergente ‘

7.
lim x,=1¢
n—+4o0o
vne N 0<z,<1
Donc par passage & la limite dans 'inégalité, | £ € [0,1] |.

8. Nous avons vu que £ € [0, 1]. Montrons par ’absurde que £ = 0.
On suppose que £ # 0. Donc ¢ €]0, 1]. Donc £ > 0.
Par définition de la suite (2, )nen=, Vn € N*| , = e7"%n (x).

Or lim z,=/¢>0donc lim —nz, = —o0. De plus, lim e¥% = 0. Donc par composition des limites,
n——+00 n——+00 Yy—>—00
11111 e ™ = (. Or cette limite est la limite de (x,,) d’aprés (x). Donc elle doit étre égale & ¢ > 0. Nous
n—-+0oo

aboutissons & une contradiction. ‘Nous en déduisons donc que £ = 0‘ .
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