Chapitre 25 — Dérivabilité d’une fonction réelle 1

Exercice 1 Pour chaque fonction, déterminer son ensemble de dérivabilité et calculer sa dérivée.
1. =e®
fla)=e 4. f(x) = arctan(sh(z))

2. f(x) = = _ ch(z) — cos(x)
3. f(z)=1In <i J_r 1) 5 Jx) = sh(z) + sin(x)

Correction

1. La fonction exp est dérivable sur R a valeurs dans R’ . Donc, par composition, la fonction f est
dérivable sur R et

Ve €R, f/(x) = (%) e® =e%e® = e

1
2. La fonction f est définie sur RY et Vo € RY, f(x) = exp (x ln(a:)).
La fonction x — — est dérivable sur R* et la fonction In est dérivable sur R . Donc, par produit,
T

1
la fonction x +— — In(x) est dérivable sur R* a valeurs dans R.
x

La fonction exp est dérivable sur R. Par composition, la fonction f est dérivable sur R* et

Vo e RY, fl(z) = <913 ln(x))lexp <:1U ln(ac)) = <—ln(x) + ;2) exp <iln(x)> — Ln(x)x%

2 x2

-1
3. Vzx €] — oo; —1[U]1; 00|, L—i-l € R* donc la fonction f est définie sur | — oo; —1[U]1; +o0].
T

z—1
est dérivable sur | — oo; —1[U]1; +-00[ comme quotient de fonctions déri-

La fonction z —

vables avec un dénominateur qui ne s’annule pas.
La fonction In est dérivable sur R* .
Par composition, la fonction f est dérivable sur | — oo; —1[U]1; 400 et

(:r:—l)/ x—i_(lj,—(lx)gl) 9 9
Va €] — oo; —1[U]1; 40, f/(z) = ’;‘tl =T = =
xT—} x—ﬁ (z+1)(x—1) 22-1

4. La fonction sh est dérivable sur R & valeurs dans R. La fonction arctan est dérivable sur R. Par
composition, la fonction f est dérivable sur R et
1 _ch(z) 1
‘1+4sh%(z) ch®(z) ch(z)

Vz e R, f'(z) = (sh(z))

5. La fonction = — ch(z) — cos(z) est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur
R.
La fonction x — sh(x) +sin(z) est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.
Cherchons les points ou cette fonction s’annule.

Vz € R, (sh(x) + sin(z)) = ch(x) + cos(x)

La dérivée est positive sur R et ne s’annule qu’en 0 donc la fonction est strictement croissante
sur R et est continue sur R. C’est donc une bijection de R sur R et elle ne s’annule qu’en 0.

Finalement, la fonction f est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables sur avec
un dénominateur qui ne s’annule pas et

(sh(x) + sin(z))? — (ch(z) — cos(z))(ch(x) + cos(x))
(sh(z) + sin(x))?

sh?(x) + 2sh(z) sin(z) + sin?(x) — ch?(z) 4 cos?(z) _ 2sh(x) sin(x)
(sh(z) + sin(x))? (sh(z) + sin(x))?

Vz e R*, f'(z) =
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Chapitre 25 — Dérivabilité d’une fonction réelle 2

Exercice 2 Etudier la dérivabilité en 0, puis sur R, des fonctions suivantes

1. Vz € R, f(z) = z|z|. (1)
) ) xcos|— | pour x #0
2. Vx e R, g(x) = 3. Ve € R, hiz) = 0 pouric =0 .

T
lz] +1°
Correction

1. La fonction f est dérivable sur R* comme produit de fonctions dérivables sur R*. Le seul point
a regarder en détail est 0.

Soit x # 0.
— f(0
Ja) = 1) _ |z| et lim || =0
-0 z—0

On en déduit que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 0.

0.2 1

0.1 1

0
0.2 —01 0 04 0.2
0.1 1
0.2

2. La fonction g est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables sur R* avec un
dénominateur qui ne s’annule pas. Le seul point & étudier en détail est 0.
Soit x # 0.

9(@) ~9(0) _ et lim —— =1
z—0 || +1  2=0|z| + 1

On en déduit que g est dérivable en 0 et que ¢’'(0) = 1.

W

0.1 1

02  -04 0 01 0

-0.11

3. La fonction x — % est dérivable sur R* & valeurs dans R*. La fonction cos est dérivable sur R.

Par composition, la fonction x — cos (%) est dérivable sur R*. Par produit, la fonction h est
dérivable sur R*. Le seul point a regarder en détail est 0.
Soit x # 0.

h(z) = PMO) _ s (1>

rz—0 T

Or, la fonction cosinus n’admet pas de limite en 400 donc h n’est pas dérivable en 0.

Exercice 3 Soit f la fonction définie par f(x) = x” sur R% et f(0) = 1.

1. Montrer que f est continue sur R.
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Chapitre 25 — Dérivabilité d’une fonction réelle 3

2. Montrer que f est dérivable sur RY et calculer sa dérivée.

3. La fonction f est-elle dérivable en 07

Correction

1. f est définie sur R par Vo € R, f(x) = exp(zIn(x)).
La fonction In est continue sur R donc la fonction x — xIn(x) est continue sur R a valeurs
dans R comme produit de fonctions continues sur R .
La fonction exp est continue sur R. Par composition, la fonction f est continue sur R7 .

Etude en 0
lim zIn(z) = 0 donc lim exp(xIn(z)) = 1. La fonction f est continue en 0.
z—0 z—0

3

25

0.5

0 05 1 15 2

2. La fonction In est dérivable sur R* donc la fonction x +— xIn(x) est dérivable sur R* a valeurs
dans R comme produit de fonctions dérivables sur RY .
La fonction exp est dérivable sur R. Par composition, la fonction f est dérivable sur R et

Ve e RY, f'(z) = (zIn(z)) exp(zIn(z)) = (In(z) + 1) exp(z In(z))

3. On va déterminer la limite du taux d’accroissement en 0.

flx)—f(0) a*—-1 _ e?n(@) _ xIn(x)

Vr € R = ~ ~ 1
ve ’ z—0 z—0 X z—0 x z—0 n(q:)
Or, lim In(x) = —oo. Donc, la fonction f n’est pas dérivable en 0 et admet une tangente

z—01
verticale en 0.

Exercice 4 Soient sh et ch les fonctions définies sur R par

et —e™* et +e*

Vx € R, sh(z) = 5 et ch(z) =

S. Freyssinet BCPST 1.1 2024—2025



Chapitre 25 — Dérivabilité d’une fonction réelle 4

1. Montrer que sh est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

2. Montrer que sh est une bijection de R dans un intervalle J a déterminer.
On note argsh sa bijection réciproque.

3. Justifier que argsh est dérivable sur J et déterminer sa dérivée en fonction de ch.
1

V1422

4. En remarquant que ch?—sh? = 1, montrer que Yz € R, argsh’(z) =

5. * Déterminer une expression de argsh.

Correction

. , / e’ +e’”
1. sh est continue et dérivable sur R et Vo € R, sh’(z) = — > 0.
2. Donc sh est continue et strictement croissante sur R.

Par le théoreme de la bijection, sh est une bijection de R dans J =| lim sh(z); lim sh(z)[=R.

T——00 r——+00
3. sh est une dérivable sur R et sa dérivée ne s’annule par sur R donc sa bijection réciproque argsh
est également dérivable sur R et
1 1

Vo €R, argsh(x) = (h7)'(2) = e s = iargeh(@)

4. Soit x € R.

(" +e )? —(e" —e ¥)?  2e".2e "
4 4

Donc, ch?(z) = 14+sh?(z). Or, ch> 0 donc ch(z) = /1 + sh?(z).

En particulier, ch(argsh(x)) = \/1 + sh?(argsh(z)) = V1 + 22.

1
V1ita?|

ch?(z) — sh?(z) =

Finalement, |Vz € R, argsh’(z) =

5. Soit (z,y) € R2.

e — o7
—
e’ —e”
e’ — 1 = 2ye”

X2 —92yX —1 =0 en posant X = e”
X:2y+\/z;(y2—+1)ouX:2y— 4y +1)

2
e  =y+/y2+1
len(y—i—\/yQ—i—l)

Finalement, | Vz € R, argsh(z) = In (y + \/ﬁ) .

sh(z) =y =y

x

< 0 donc impossible

A

Exercice 5 Soit « €]0, 1].

t
1. Soit ¢ €]0, 1[. Montrer qu’il existe ¢ €]t, 1] tel que .
2. En déduire que Vt €]0,1], t* < a(t — 1) + 1.

Correction
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Chapitre 25 — Dérivabilité d’une fonction réelle 5

1. Soit t €]0, 1.
La fonction f : x — x® est continue sur [¢, 1] et dérivable sur J¢,1[.
t)— f(1
Par le théoréme des accroissements finis, 3 ¢ €]¢, 1] tel que f/(c) = Jw,
ot
donc a.c®™ " = .
t—1

2. Soit ¢ €]0, 1] dont lexistence est assurée par la question précédente.
@1 =ele=)) Or, a—1 <0 et ln(c) <0 donc (o — 1) In(c) > 0. Donc, ¢*~ ' > 1.

(0%
T > Or,t—1<0donct*—1<a(t—1). Donc, t* < a(t —1) + 1.

Donc,

1
Exercice 6 Soit f la fonction définie sur R par Vx € R, f(z) = 5 arctan(z).

1. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.
2. Montrer que f est une bijection de R dans un intervalle J & déterminer.

3. En déduire que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans R.
Déterminer cette unique solution.

4. On s’intéresse a la suite (uy),en définie par

Uy = 2
t
n €N, unH:W

(a) Montrer que Vn € N, w,, > 0.
g

an’
(d) En déduire que la suite (u,)nen converge et déterminer sa limite.

)
(b) En utilisant I’égalité des accroissements finis, montrer que ¥n € N, w,41 < %un
(¢) En déduire que Vn € N, u,, <

)

Correction

1. La fonction arctan est dérivable sur R donc f est une fonction dérivable et

R, f'(z) = ———~.
vz ER, fi@) 2(1 + 22)
2. f’ > 0 donc la fonction f est strictement croissante et continue sur R.
Par le théoreme de la bijection, f est une bijection de R dans f(R) = ] —%, % {
3. La fonction f est une bijection de R dans f(R) = ] —%, % { et 0 € ]—Z, % {

Donc, par définition d’une bijection, I’équation f(z) = 0 admet une unique solution dans R.
De plus, f(0) = 0 donc 0 est 'unique solution.

4. (a) On le fait par récurrence en utilisant la croissance de f.

(b) Soit n € N. On va appliquer ’égalité des accroissements finis au segment [0, uy].
La fonction f est continue sur [0, u,], dérivable sur |0, u,]|.

f(un)—'fUD _ Up+1

Par ’égalité des accroissements finis, 3¢, €]0, u,[ tel que f/(c,) = =

) ) u—n—20 Uy

< —. Donec, u < —Uy,.
=9 y Un+1 > 2 n

Un+1
Un

Donc,

(c) On le fait par récurrence.

U
(d) OnaVneN, Ogun§2—2.
Par passage a la limite, lim wu, = 0.
n——+00
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Exercice 7 Soit la fonction f définie sur R par :

f(z)=z—2*mnzsiz>0et f(0)=0.

1. f est-elle continue en 07
2. f est-elle dérivable en 07 Est-elle dérivable sur Ry ?
Préciser f’ sur son ensemble de définition.
3. f est-elle de classe C! sur Ry ? De classe C? sur Ry ?
Correction
1. lim 22?In(x) = 0 par croissance comparée.
z—07F
Par somme, lim f(z) = 0= f(0). Donc, f est continue en 0.
z—0
2. La fonction f est dérivable sur R*} comme somme et produit de fonctions dérivables sur R et
Ve e RY, f'(x) =1-2xIn(z) — .
— f(0
lim f@) = 1(0) = lim 1 —2zIn(z) = 1.
z—07F z—0 z—07F
Donc f est également dérivable en 0 et f/(0) = 1.
R+ — R
Finalement, f’: { 1—-2zln(z)—zsiz#0
X — .
1 sinon
3. On remarque que lim+ f'(x) =1 = f(0). Donc, f’ est continue en 0. De plus, f" est continue
z—0

sur R* comme somme et produit de fonctions continues sur RY .

Donc, f est de classe C! sur R,

f est de classe C? sur R% comme somme et produit de fonctions de classe C? sur R% et
Vz e RY, f@(z) = —2In(z) —2— 1= —2In(z) — 3.

f'(@) — '(0)

lim —————~% = lim —2In(z) — 1 = 400. Donc, f’ n’est pas dérivable en 0. Donc, f n’est
z—0+ x—0 z—0+

pas de classe C% sur R .
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