Chapitre 29 — Intégration sur un segment

Exercice 1 Calculer les intégrales suivantes.

1 1
= 2 4. D= / ———du.
1. A / (2 4+ 32 + 12)dx. L
2]
2. B = / e3dz. 5. E = / n(x)
1T
2 1 31
3. C= / T e 6. F = /
122+ +2 2 xIn(z)
Correction On va utiliser des primitives des fonctions sous l'intégrale.
! 25 322 Y1 83
1. 43z +12)dr = “—t 12z =4 412=—
/0 (% + 3z + 12)dz 3 + 5 + 73 + 5 + 6

o

1
/1e3mdx: e = 83_1.
0 3 0 3

L2z +1 ) 1
> L o= [(e* +2+2)] | =)~ In(2) =In(2).

1
Lz 1 2 In(|z? + 1)|
4 [ S qe e [ 2 g U
/_1x2+1”3 /_12(952+1)x l 2

[y, - lan(:c))?r _In2)?
1z 2 L 2

31
6. /2 xln(a:)dx = [In(] ln(x)\)]g = In(In(3)) — In(In(2)).

= 0.

o

Exercice 2 Calculer les intégrales suivantes en utilisant une intégration par parties.

2 1 3z
1. 1 d 3. / ——d
/1 zIn(z)dx Ve T
2 2
2. / xsin(x)dx 4. [*] / e cos(5x)dx
1 1
Correction
/ u(x) = $—2
1. On pose wiz) =z , ce qui donne % . Les fonctions u et v sont de classe C!
v(z) = In(z) V(z) = -
x

sur [1,2] et par la formule de 'intégration par parties,

T

_ 1) —
2. On pose u/(x) B x' , ce qui donne w(z) =1 . Les fonctions u et v sont de classe
V'(z) = sin(x) v(x) = — cos(x)

C! sur [1,2] et par la formule de I'intégration par parties,

/12 xsin(zx)der = [— a:cos(x)] 1 - /12(— cos(z))dr = —2cos(2) + cos(1) + {sin(m)}
= —2cos(2) + cos(1) + sin(2) — sin(1)

2 2

1

3. On e ue) =¢ 3 ce qui donne uw(z) =1 Les fonctions u et nt de
. pos v’(a:): — ) qu v(m):2m' S Tonc S u et vso

classe C! sur [0, 1] et par la formule de I'intégration par parties,

1 1 1 1
/ %ﬂdx _ [295\/33; ¥ 1} ~ / 9V37 + 1dz = 4 — 2/ V32 F 1da
0 V3z o Jo 0
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment 2

2
Or, z — §(3x + 1)% est une primitive de x — /3z + 1 sur [0, 1] donc

(NI

2 ! 4 8
=4-2|-Bx+1 =4——(8—-1)=—
dz |:9(3.%’ )L 9(8 ) 9

Ly
/0 V3xr +1

10 u(z) = e 4 uw'(z) = 3e3x Les foncti de cl
. On pose 1/(3:) — cos(5z) ce qui donne o(@) = sin(bz) . Les fonctions u et v sont de classe

5
C! sur [1,2] et par la formule de I'intégration par parties,

sin(10) egsin(5) 3 2
) 5.1

e sin(5z)dx

2 in(5z)]° 23
/ €% cos(5x)dr = [e%Sln(x)] — | Ze*sin(5z)dr =e
1 5 1 1 5

u'(z) = 3e3*
_ cos(bx) .
oa) =~

On fait une seconde intégration par parties avec { , ce qui donne {

2 g 2 2 J(1 g 2
/ e sin(5z)dr = {— e’ (:05(530)] + §/ e3” cos(5z)dr = —e° cos(10) + e’ cos(5) + §/ e cos(5z)dx
! 5 1, 5k 5 5 54
Finalement,
2 in(1 i 1 2
/1 e’ cos(br)dz = e° smé 0_ e’ Sm5(5) - i(— e’ cosé 0 + e’ cos5(5) + 2/1 e’ cos(5:v)d:1:>
9\ [2 4 ¢sin(10)  4sin(5) 3 gcos(10)  5cos(h)
1+ = @ - - -
( + 25)/1 e’ cos(bx)dx e — e — 5( e — : )
/2e3$ cos(5a)dz = 25 {eG sin(10) o3 sin(5) 3( o cos(10) +ed cos(5)>}
1 34 5 5 5 5 )

Exercice 3 Calculer les intégrales suivantes en utilisant le changement de variable proposé.
Soit n € N*,

1 3 2 e (] n g
1. 01 f$6 dz avec t = 23 2. /1 7( n;) dz avec t = In(z). 3. /06 1 + sin(x)dz avec t = sin(z).

Correction

dt
1. On utilise le changement de variables t = 23. On a donc — = 322 < dt = 3z2dz.

De plus, pour x =0,onat=0et pourx =1,onat=1.

Finalement,
1 322 | .
/O 1 T 3;6 d.’E = /O mdt = [arctan(t)]o = Z

dt 1 1
2. On pose t =In(z). On a donc — = — & dt = —dz.
dr

x
De plus, pour z =1, onat =0 et pour x = e, on a t = 1. Finalement,

¢ (Inz)" ! ¢ttt 1
/ (nz) dx:/t"dt: -
1 x 0 n+1], n+l
t dt dt dt
3. On pose t = sin(z). On a donc — = cos(z) < dz = = = :
dz cos(x) \/1 — sin?(x) V1—t2
De plus, pour x =0, on at =0 et pour z = %, on a t = —. Finalement,

T 1 1
3 2 dt 3 dt i
J14sin(@)dz = [° VTl = —[ovi—i]” =2 -2
J) V= [PV s = T o= Jo=2-v2
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment 3

Exercice 4

1
1. Soit n € N. Justifier que / x2"'dx existe et calculer sa valeur.
0

1 n
2. Soit n € N. Justifier que / a: 5dx existe.
0o 1+
n
3. Soit n € N. Montrer que Vz € [0,1], 0 < v 5 <a”
142
1 n
4. En déduire lim ——dz.
n—+oo Jo 1+ 2
Correction

1
1. Soit n € N. La fonction = — 2™ est continue sur [0, 1] donc / x"dx existe.

n+1 1 1

n+1

T
n+1

1
En utilisant une primitive, on obtient / z"dx =
0 0
n n

dx existe.

1
x
est continue sur [0, 1] donc / 1
0

2. Soit n € N. La fonction = — ac
1 + 22

+ 22
n
3 < z".

1
3. Soit n € N. Soit z € [0,1]. 1 <1+22=0< <1=0<
14 22 1+=x

1 ,n 1
4. Soit n € N. Par croissante de I'intégrale, on a donc 0 < / n 2dx < / z"dx.
x
1 1 0 0 1 "
Or, / 2"dx = . Par le théoréme d’encadrement, on en déduit que lim / dz = 0.
0 n+1 n>+oo Jo 1+ 22

Exercice 5

1
1. Déterminer lim t"dt.
n—+o0 Jo

1
2. Soit f € C([0,1],R). Montrer que lim t"f(t)dt = 0.
0

n—-4o00

Correction

tn—O—l 1

1 1
= . On en déduit que lim t"dt = 0.
n+1 n—+oo Jo

1
1. SoitnGN*./ t"dt =
0 n+1

0

2. On va comparer 'intégrale a étudier a celle de la question précédente. Soit f € C([0, 1], R).
Toute fonction continue sur un segment y est bornée (et atteint ses bornes).
3 (m, M) € R? tel que Vt € [0,1], m < f(t) < M.

vt e [0,1], m < f(t) <M
Vit € [0,1], mt™ < f(t).t" < M.t"

1 1 1
/ m.t”dtg/ f(t).t"dtg/ M.t"dt
JO 0 JO

m 1
< Ahdt <
nH_/Of(t) dt <

ol

4

n-+1

1
Par encadrement, on en déduit que lim t"f(t)dt = 0.
n—+o0 Jo

Exercice 6 Déterminer la limite des suites définies par :

n—1 ]{32 n ) Lk 1 n—1
1. Vn € N*, cn:];)m. 2. Vn € N¥, anI;SIIl(n). 3. Vn € N*, an:ﬁkz:%kcos
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment 4

Correction On va modifier I’écriture pour faire apparaitre la fonction f a utiliser dans le théoréeme des
sommes de Riemann.

n—1 /6‘2 1n71 (k)2
Soit n € N*. ¢ §n3+k3 n;;)l"'( Zf()

ou f est la fonction définie par Vz € [0,1], f(z) =

Par le théoréme des sommes de Riemann,

, g2 1 +1Y In(2)
i = [ Egan= [ 0] -2

ﬁ. La fonction f est continue sur [0, 1].
x

Finalement, lim ¢, = ln(Z)'
n——+00
2. Soit n € N*. bn—nzn:&n(lm) —an( )
k=1 "
ou f est la fonction définie sur [0, 1] par Vm € [0,1], f(z) = sin(nzx). La fonction f est continue

sur [0, 1]. Par le théoréme des sommes de Riemann,

ngrfoonz:f( > /Olsin(mc)dx:2>0

™

Par produit de limites, lim b, = +oc.

n—-+o0o
1k k 1= [k
3. SoitneN*.an:Zcos<7r> ZZf()
ni=n n nizt\n

ou f est la fonction définie par Vo € [0,1], f(z) = zcos(mz). La fonction f est continue sur
[0, 1]. Par le théoreme des sommes de Riemann,

n——+o0o

1

lim a, = / x cos(mx)dx
0

On utilise alors une intégration par parties et on obtient

[ weostrate = [ [Ty, fes) 2

T T 2

2

Finalement, lim a, = — 3
n—-+oo Tr

e
Exercice 7 On s’intéresse aux fonctions définies par f : x — / T3
0

(z).
1. Déterminer ’ensemble de définition de f et celui de g.

2. Justifier que f est dérivable et déterminer sa dérivée.

3. Déterminer les variations de g.

4. Pour z €] — 1, 0], proposer une minoration de g(x). En déduire lim g(z).
z——1%

Correction
¢
© " est définie et continue sur R\ {—1} donc f est définiesur Dy = {x € R, —1 ¢ [0, 2]} =

| — 1, +o0[. Par produit, la fonction g est aussi définie sur | — 1, +oo[.

1. Lafonction t —
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment

2. La fonction t — 1

fonction f est dérivable sur | — 1, +oo[ et

Vo €] — 1,400, f'(z) =

3. Par produit, g est dérivable sur | — 1, +00] et

, T et e:E
Vo €] — 1, +00], g(a:):/o 1+tdt+x.1+x

On va étudier le signe de ¢'.
Soit x € [0, +00[. Par positivité de I'intégrale et de 'exponentielle, ¢'(z) > 0.
Soit x €] — 1,0[.

T

0 gt e
") = — dt )
g @) /x A

Dong, ¢'(z) <0.
Finalement, g est décroissante sur | — 1,0[ et croissante sur [0, +-o00].

4. Soit x €] — 1,0[. On a donc g(z) = —:r/cc T3

0 el - ~In(1+2)

0 t In(1
= —x/ © dt>x7n( +2) car —x > 0
c 1+1

Or, lim =z = +o00. Par minoration, lim g(z) = +oc.
z——171 e r——17+

Exercice 8 Intégrales de Wallis
Pour tout n € N, soit I,, = /2 (cos(t))"dt
0

1. Calculer I et I;.

2. Montrer que Vn € N, 0 < I,41 < 1.

In—i—l < In

n+2  In+2
n+1

I,.
n+2"
On pourra utiliser une intégration par parties

3. En déduire que, pour tout n € N, 1 <

4. Démontrer que, pour tout n € N, 1,10 =

In+1

5. Calculer lim .

6. Montrer que la suite ((n + 1)1, I4+1)n>0 est constante.

Correction

1. Iy = g et I = [— Cos(ac)}og =1.

est continue sur | — 1, +oo[. Par le théoréeme fondamental de I'analyse, la
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment 6

2. Soitn e N :
vt €]0, g] , 0<cos(t) <1

donc Vt €]0, g] , 0< (cos(t))™ < (cos(t))™ car cos(t)” >0

En intégrant sur [0, g], on obtient

OSIn—&-l SIn

De plus, la fonction z +— cos(t)™ est strictement positive sur [0, § [ donc I,, > 0.

3. On a montré que la suite (I,,),>0 est décroissante. Donc,
VneN, Inya <Inp1 <1y
De plus, les termes de la suites sont strictement positifs donc

InJrl < In

VneN, 1<

n+2 n+2

4. Soit n € N. Pour calculer I,, 1o on va utiliser une intégration par parties avec

{ W (z) = cos(t) qui donne { u(z) = sin(t)
v(z) = (cos(t))™ ! v'(z) = —(n+ 1) sin(t)(cos(t))"

i
Les fonctions u et v sont bien de classe C! sur [O, 2].

s

+(n+1) / ? (sin(t))?(cos(t))"dt

0

[NIE]

Inio = {sin(t)(cos(t))wrl

0

— (n+1) /0 ? (1 = cos(t)?) (cos(t))"dt

Bl

us

~ n+1) /0 ? (cos(t))"dt — (n + 1) /0 ? (cos(t))+2dt

In+2 = (’I’l + 1)In — (’I’l =+ 1)In+2
n+1
I = 1
n—+2 n+2 n
I, n+2

5. On a montré que Vn € N, = .
4 In+2 n + 1

n+ 2
Or, par équivalent, on obtient que lim i
n—+oon + 1

= 1. Donc par le théoreme d’encadrement,

1
lim n+1

=1.
n—-—+o00 In+2

T
6. On calcule le premier terme pour avoir une idée de la valeur constante de cette suite : Ipl; = 5

On pose comme hypothése de récurrence : P(n) : (n+ 1)1, 1,41 = g .
On a traité I’hérédité dans notre calcul précédent.
Soit n € N tel que P(n) soit vraie.
(n+2)hi1lnr2 = ILnpi(n+2)49 = Int1(n+ 1)1, par le calcul de la question 2.

= (n+ )l = g par hypothese de récurrence.

La suite est donc constante.
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment

Exercice 9 [*] Par une double intégration par parties, calculer
1

I= / z(arctan(z))?dz
0

Penser a bien choisir les primitives.

Correction
U(IE) — (arctan(x))2 UI(ZB) = 1 f 3 aI‘CtaH(ZU)
On pose ) , ce qui donne h T L
V(z) == x*+1
v(x) = 5
Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1] et par la formule de I'intégration par parties,
1 2 1 1 1 9 2 1 2 1
/ z(arctan(z))?dz = [m + (arctan(a:))ﬂ - / 5 aurctan(av).gj i de="1 — / arctan(z)dz
0 o Jo 1+« 2 16 Jo
On va appliquer une deuxieme intégration par parties.
1
_ (o) —
On pose u/(:z;) = arctan(z) , ce qui donne w(w) = 1+ a2
V() =1 v(r) ==

Les fonctions u et v sont de classe C' sur [0, 1] et par la formule de Iintégration par parties,

1 1

Loy s 1 |
— de=~—|=-In(z?>+1)| == —-In(2
/()x2+1x 1 [2n(x+)h 1 a@
2

1 1
Finalement, / z(arctan(z))?dz = L 242 In(2).
0 16 4 2

/01 arctan(x)dzr = {x arctan(x)} )

Exercice 10 [*] Comparaison suites-intégrales

n
1
Pour n € N*, on note S,, = —.

1. Soit n € N, n > 2.

1
(a) Soit k € [1,n — 1]. En utilisant la monotonie de ¢ — o montrer que

kE+1 t
(¢) En déduire que z”: 1 ! 1dt < ”z—:l 1
! kTt Tk

1
(d) Montrer que In(n) + - < S, <In(n)+ 1.

2. En déduire que S,, ~ In(n).

n—+o0o
Correction
1. (a) Soitt € [k,k+1].D ! <1<1
. (a) Soi . Donc - < -
’ k41Tt Tk
k1] k1 q k41 1
Donc, par croissance de l'intégrale sur [k,k+1],/ —dtg/ fdtg/ —dt.
koo k koot ko k
kg 1 1 U
b o,/ Sdt=— d 7</ Sdt < -
(b) Or, Jo gdi=gpgdome iy =) 9=y
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Chapitre 29 — Intégration sur un segment

(c) On va ensuite additionner les inégalités précédentes.

S

k+1 1

fdt<zf

On effectue un changement d’mdlce dans la somme de gauche et on applique la relation de

Chasles dans l'intégrale pour obtenir

n n n—1
S
k=2 1t k=1
LN IR | ity RS S |
@orY oyl o ey oyt L
=k nk1=1k mkoaakon
Deplus,/ —dt = In(n) Soit n € N*
1

1
Finalement, S,, — 1 <lIn(n) < S, — —.
n

1
En manipulant séparément les deux inégalités, on obtient In(n) + — < 5, < In(n) + 1.
n
2. Soit n > 2.
1
In(n) + —~ < Su _m+1
In(n) ~ In(n) = In(n)
S 1
Donc, 1+ n

nln(n) = In(n) =1t In(n)’

En appliquant le théoreme d’encadrement, on conclut que Sy, ~ In(n).
n—-—+0oo

Exercice 11 [**]
1. Soit f une fonction continue sur [0, 2].

Etudier la limite, quand x tend vers 1, de

/xftdt

2. Application : déterminer la limite, quand x tend vers 1, de / dt.
r—1J1 1+

Correction
1. La fonction f est continue sur [0, 2] donc elle admet des primitives sur [0, 2].
Soit F' une primitive de f sur [0, 2].

1 T
Alors, Vx € [1,2], ﬁ/ fdt =
-1/

On reconnait un taux d’accroissement donc lim

i . 1/190 f(Hdt=F'(1) = f(1)

3

x
1423

2. On applique la question 1 a f: z +— qui est continue sur [0, 2].

z 3 1
Donc, lim dt = —.
x—=1ax —1 1+ 3 2

Exercice 12 [**] Soit R > 0.

1. Soit D Taire du disque de centre (0,0) et de rayon R.
A T'aide d’un dessin, montrer que

R
D:2/ VvV R?2 — x2dx
—R

2. A T'aide du changement de variable x = Rsin(u), montrer que

D =2R? /5 cos®(u)du

]

3. Retrouver le résultat connu.
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