Chapitre 29 — Intégration sur un segment 1

Exercice 1 Calculer les intégrales suivantes.

1 Ly
~ [ @2 , 4. D= / T e
1. A / (x4 3z + 12)dx B
1 2]
2. B= | e¥da. 5. E = / n(@)
1 x
2 1 31
3. C = / v 6. F = /
1a:2+:v+2 2 xlIn(zx)
Exercice 2 Calculer les intégrales suivantes en utilisant une intégration par parties.
2 L 3z
1. 1 d 3. / —dx
/1 zIn(z)dx BT
2 2
2. / xsin(x)dx 4. [*] / e cos(5x)dx
1 1

Exercice 3 Calculer les intégrales suivantes en utilisant le changement de variable proposé.
Soit n € N*.

1 32 el
1./0 1f$6dxavect:x3 2./1 (n;) dz avec t = In(z). 3. / \/Hdeavect_sm()

Exercice 4

1
1. Soit n € N. Justifier que / x"dx existe et calculer sa valeur.
0

1 n
2. Soit n € N. Justifier que / T * da; existe.
0
:L,TL
3. Soit n € N. Montrer que Vz € [0,1], 0 < <™
1422

1 n

I

. En déduire lim dx.

n—+oo Jo 1+ 22

Exercice 5

1. Déterminer lim t"dt.
n—-+oo 0

1
2. Soit f € C([0,1],R). Montrer que lim t"f(t)dt =

n—+oo Jo

Exercice 6 Déterminer la limite des suites définies par :

1. Vn e N* _ngl 7k2 2. Vn e N*, b, = En in <k7r> 3. Vn € N* _71 nilk;
= .vn n = S — . . n =
. Vn € , Cn p RES L ) 2 n n e , @ 2 2 COS ( "

T t

o 1+t

Exercice 7 On s’intéresse aux fonctions définies par f : z — dt et g:xz— zf(x).

1. Déterminer ’ensemble de définition de f et celui de g.
2. Justifier que f est dérivable et déterminer sa dérivée.
3. Déterminer les variations de g.

4. Pour z €] — 1, 0], proposer une minoration de g(x). En déduire lim g(z).
z——1t

S. Freyssinet BCPST 1.1 2024—2025



Chapitre 29 — Intégration sur un segment

Exercice 8 Intégrales de Wallis
Pour tout n € N, soit I, = /2 (cos(t))"dt
0
1. Calculer Iy et I.

2. Montrer que Vn € N, 0 < I,41 < 1.
In—i—l < In

3. En déduire que, pour tout n € N, 1 <

In+2 n+2

, n+1
4. Démontrer que, pour tout n € N, I, 10 = n 2In.
n
On pourra utiliser une intégration par parties

In+1

5. Calculer lim .
n—400 In+2

6. Montrer que la suite ((n + 1)1, I4+1)n>0 est constante.

1
Exercice 9 [*] Par une double intégration par parties, calculer I = / z(arctan(z))?dz.
0

Penser a bien choisir les primitives.

Exercice 10 [*] Comparaison suites-intégrales

n
1
P € N*, te S, = —.
our n on note S, kzz:lk
1. Soit n € N, n > 2.

1
(a) Soit k € [1,n — 1]. En utilisant la monotonie de ¢ — 7 montrer que

k+1 1 k+1 7 k+1 1
/ —dt < / —dt < / —dt
k k k t k k

1
(d) Montrer que In(n) + — < S, <In(n) + 1.
n
2. En déduire que S,, ~ In(n).

—+00

Exercice 11 [**]

1. Soit f une fonction continue sur [0, 2].
1

r—1

Etudier la limite, quand z tend vers 1, de

/1 " ().

1oz 3
2. Application : déterminer la limite, quand x tend vers 1, de / dt.
r—1J)1 1+

Exercice 12 [**] Soit R > 0.

1. Soit D laire du disque de centre (0,0) et de rayon R.
A l’aide d’un dessin, montrer que

R
D:2/ VvV R?2 — z2dx
"R

2. A T'aide du changement de variable x = Rsin(u), montrer que

™

D =2R? /5 cos®(u)du

s
2

3. Retrouver le résultat connu.
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