Chapitre 30 : Fonctions de deux
variables .
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1 Définitions

1.1 Sous—ensembles de R?

~— Définition 1. N

Soit D C R2.

e D est un pavé de R? signifie qu’il existe deux intervalles de R, I et J, tels que

D=1IxJ

Lorsque I et J sont ouverts, on parle de pavé ouvert.

e D est un disque de R? signifie qu’il existe Q(zo,y0) € R? et R > 0 tels que
D = {(z,y) € R? tel que (z — m0)? + (y — yo)? < R*}
e D est un demi-plan de R? signifie qu'’il existe (a,b) € R? tel que
D= {(a:,y) € R? tel que y > ax—l—b} ouD = {(m,y) € R? tel que y < ax—l—b}

Y Y )

A A A

1.2 Ensemble de définition et surface.
~{ Définition 2. \

On appelle fonction de deux variables réelles toute fonction définie sur une partie D de R? et &

valeurs dans R.
D—R
r+{

(z,y) = fz,y)

D est I'ensemble de définition de f.

Exemple 3.
1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction (z,y) — zy.
In(z)

Y
3. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction (z,y) — 22 In(z + y).

2. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction (x,y) —

~—| Définition 4. .

Soit D C R2. Soit f: D — R.
On appelle surface de f Pensemble Sy = {(z,y, f(z,v)), (z,y) € D}.
On a aussi Sy = {(z,y,2) € R? tel que (z,y) € D et z = f(z,y)}.
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Exemple 5. Voici les surfaces des fonctions 1 et 3 de 'exemple 3.

Exemple 6. Soit f : (z,y) € R? = z + y + 1. Déterminer la surface de f.

1.3 Courbes de niveau
~ Définition 7. N

Soit D C R2. Soit f: D — R. Soit k € R.
On appelle courbe de niveau k de f I’ensemble de R? défini par

Cy = {(z,y) € D tel que f(z,y) =k}

1
Exemple 8. Soit f: (z,y) — 2% + y? + 3

%
)

/

~e,
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Exemple 9. Soit f: (z,y) — 2% In(z + y).

1.4 Fonctions partielles

Soit D C R2. Soit f : D — R. Soit (z0,y0) € D.
On appelle fonctions partielles en (zg, yo) les fonctions définies par

f’yo :x'_)f(xayO) et fmo :ny(xo,y)

Exemple 11. Retour sur les fonctions de I’exemple 3.
1. Pour x = 2,

2. Pour y = 3,
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3. Pour x = 2 puis y = 3,

2 Reégularité d’une fonction de deux variables

2.1 Continuité

Définition 12.

Soit D un pavé ouvert de R2. Soit f : D — R. Soit (x¢,%0) € D.

On dit que f est continue en (xg,yo) lorsque

Si ((Zn,Yn))nen est une suite de D telle que lim x, =9 et lim y, = yo
n——+00 n—-+oo

alors nBToo f(-r'rm yn) = f(xoa iUO)-

On dit que f est continue sur D lorsque f est continue en tout point de D.

2.2 Dérivées partielles en un point et gradient.

Définition 13.

Soit D = I x J un pavé ouvert de R2. Soit (zg,%0) € D. Soit f: D — R.

e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport & = en (xg,yo) lorsque la fonction par-
tielle fy, est dérivable en .

0
On appelle dérivée partielle de f par rapport & = en (xg,yo) la quantité 8—f(330, Yo) définie par
x

%(5007310) = f{,o (zo)

e On dit que f admet une dérivée partielle par rapport & y en (zg,yo) lorsque la fonction par-
tielle f;, est dérivable en yq.

0
On appelle dérivée partielle de f par rapport & y en (zo,yo) la quantité a—f(;vo, yo) définie par
Y

%(ffo, Yo) = fg/go(yo)

On dit que f admet des dérivées partielles en (xg, yo) lorsque les deux conditions sont vérifiées.

Remarque 14. Le symbole 0 se lit dé rond.

Exemple 15. Retour sur les fonctions de I'exemple 3.
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~ Définition 16.

Soit D = I x J un pavé ouvert de R2. Soit f : D — R. Soit (x9,%0) € D.
On suppose que f admet des dérivées partielles en (xq, yo).
On appelle gradient de f en (xg,yo) le vecteur défini par

of

£($07 Yo)
graa)f(xo, yo) =

of

8—y($oa Yo)

T
Exemple 17. Soient n € R et R € R fixés. Soit f : (T, V) — nRV.

Déterminer le domaine de définition de f puis le gradient de f en (1,3).

~—| Définition 18.

Soit D = I x J un pavé ouvert de R2. Soit f: D — R.
On suppose que f admet des dérivées partielles en tout point de D.

0
e On appelle dérivée partielle de f par rapport a x la fonction 8_f définie par
i

Yo.y) € D, 3L ay) = £ (2)

0
e On appelle dérivée partielle de f par rapport a y la fonction 8—f définie par
Y

W) € D, G (@) = 1200

On dit que f admet des dérivées partielles en (xg, yo) lorsque les deux conditions sont vérifiées.

Remarque 19. Les dérivées partielles sont également des fonctions de deux variables.

,—[Théoréme 20 (Opérations sur les dérivées partielles).}

de D. Soit A € R.

1. La fonction f + Ag admet des dérivées partielles en tous les points de D et

of+rg) _Of 09  0(ftArg) Of
oz 833 836 dy 8y 31‘/

2. La fonction fg admet des dérivées partielles en tous les points de D et

afg) _of afg) _of
or Oz X g+ x oz ot y _8_y +fx

dg

Soit D un pavé ouvert de R2. Soient f,g: D — R admettant des dérivées partielles en tous les points

S. Freyssinet BCPST 1.1

2024-2025



,—[Théoréme 21 ("Composée“).} |

Soit D = I x J un pavé ouvert de R2. Soit f : D — R admettant des dérivées partielles en tous les

points de D.
Soit f : R — I, dérivable sur R.

La fonction F : (z,)y — g[f(z,y) est définie sur D et admet des dérivées partielles en tous les points
de D données par

V.)€ D, O @,9) = w9 '11@,9)

vmweaggaw=%@m4m%m

Exemple 22. Soit F': (z,y) — exp(arctan(z? + 3y)).
Montrer que F' admet des dérivées partielles en tous les points de son ensemble de définition et les déterminer.

~| Définition 23. N

Soit D un pavé ouvert de R?. Soit f: D — R.
On dit que f est de classe C! sur D lorsque

o Les fonctions partielles f, et f, sont dérivables,

0 0
o Les dérivées partielles —f et —f sont continues sur D.

or Jdy

2.3 Points critiques

~—| Définition 24. N

Soit D = I x J un pavé ouvert de R?. Soit f : D — R de classe C' sur D.
Soit (x0,y0) € D.
On dit que (z9,yo) est un point critique de f lorsque graaf(mo, yo) = (0,0).

Exemple 25. Trouver les points critiques de f : (z,y) + 22 — 42 + y> — 3y.

Théoréme 26.

Soit (a,b,c,d) € R Soit f : [a,b] x [c,d] — R une fonction de classe C*.
La fonction f atteint son maximum et son minimum en des points critiques ou au bord du pavé.

Exemple 27. Soit f : (z,y) — 2% +y? — 2z — 4y.
Déterminer les extrema de f sur [0, 3] x [1,5].
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3 Dérivées partielles d’ordre deux

3.1 Définitions

~| Définition 28.

Soit D = I x J un pavé ouvert de R2. Soit f : D — R de classe C' sur D.
On définit, lorsqu’elles existent, les dérivées d’ordre deux en (zg, yo) par

o f

o2 f

\

82
ox z(xo,yo) 85: (af) (To,90) 6306{ (w0, 90) =

of (0 o?
o) =5 () o)+ anm) =

of
or
of
dy

<af) (0, Yo)

~| Définition 29.

Soit D = I x J un pavé ouvert de R2. Soit f: D — R.

sont continues sur D.

On dit que f est de classe C2 sur D lorsque les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2 existent et

Exemple 30. Soit f : (z,y) € R x R* — y?sin

Calculer les dérivées partielles d’ordre deux en tout point de R x R*.

3.2 Théoréme de Schwarz

~— Théoréme 31.

9? 02

_ o7
V(ﬁo,y()) € D? 8x8y(x07y0) - 8y8(11

Soit D = I x J un pavé ouvert de R2. Soit f : D — R de classe C? sur D.

(w0, y0)

ry(z® — y?)

E le 32. Soit f : —
xemple oit f: (x,y) oy

. Montrer que f n’est pas de classe C2 en (0,0).
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