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Exercice 1. Calculer les fractions suivantes.

2022

-12 /-6 4
L (—2022)2 4 (—2021)(2023)
g, B +3% (32
: 333 _ 330 . \/§_|_ 1
B . .
3.2!—3!01171.:1><2><-~><n. 6‘SOitn€N.27—W
-12 /-6 -12 5  —12x5
5 5 5 7 —6  5x(—6)
5 31432 32(1+43)  4x3® 2
" 333 _ 330 - 330(33 _ 1) - 26 % 330 = 13x 39
5! 2x3x4x5
3 213! 2x2x3 0
2022 2022 2022
& - = = 2022.
(—2022)2 + (—2021)(2023) ~ (—2022)2 + (1 — 2022)(1 4 2022) 20222 + 1 — 20222
2
5v/2 25 X 2 50 25 25(2 — /3
= (5v2 )" _ x2 _ _ 25( f):25(2_\/§)
V3+1 1+v3)2 1+2/3+3 2+.3 1-3
. 1 1 1 1 1
6. Soit n € N. 2n—2n+1:2n(1—2> = Sort

Exercice 2. Résoudre les équations et inéquations suivantes.

L. 2z+1)2= 2z +1)(x—3)

Soit = € R.
2z + 1) =2z +1)(z—3) &
4
=
Donc S—{—l 4}
n = %
2. 3622 — 49 — (62 + 7)(6x — 1) =0
Soit z € R.
362% —49 — (62 +T7)(6z —1)=0 &
54
54
iS4
7
Donc | S = { —~
onc { 6}

3. (—9x — 8)(8x + 8) = 6422 — 64
Soit = € R.
(=92 — 8)(8x + 8) = 64a? — 64

to 0

2z+1)[2x+1)—(z—-3)]=0
2z +1)(z+4)=0
r=——oux=—4
2
(6x —T7)(6x+7) — (6x+T7)(6x—1)=0
(6z+7)[(6x —7)— (6 —1)] =0
(62 +7) x (—6) =0
7
T

(=92 — 8)(8x + 8) — (8z — 8)(8x + 8)
(8 4+ 8)[(—9x —8) — (8 — 8)] =0
8z +8)(—17z) =0

=—1louz=0
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Done

4. 422 — 20 + 3 > 222 — 42 + 10
Soit € R.

422 =20 4+3>22°2 — 42 +10 & 222420 —7>0

2460 _ —1+VI5

222 4 22 — 7 est un polynome de degré 2 dont les racines donc x; = 1 5

—-2—-4v60 —-1-+v15
Tr = = .

2
On sait que ce polynoéme est du signe de a = 2 a I'extérieur des racines donc

wﬂ Y [Hm,m[

4:1:2—251:—1-3223;2—4a:+10<:>a:€]—oo, 5 5

2 2

—-1-+v1
Donc S:]—oo, ﬁ] U

—1+ 15 l
, T00

Exercice 3. Soit a € R;. Montrer que

VneN, (14+a)">1+na

Soit a € Ry. On raisonne par récurrence en posant ¥n € N, P(n) : ”(1 +a)" > 1+ na”.

I: Pour n =0,
(1+a)=1et1+0xa=1donc P(0) est vraie.

H : Soit n € N tel que P(n) soit vraie.

(I+na)(1+a)

1+a)"P=004a)"x(1+a) >
> 1+ na+a+na?

Or, na? > 0 donc (1 +a)"*! > (n + 1)a. Donc P(n + 1) est vraie.
C:VneN, (14+a)">1+na.

Exercice 4. Soit a € R. Calculer, développer ou factoriser les expressions suivantes

1. (a+2)3 3. V/(—a)?
2. a* -1 4. /(3 —a)?

1. (a+2)P=a>+3xa?>x2+3xax22+2%=a4+6a%+12a + 8.
2. a'—1=(a®>?-1=(a>-1)(a®>+1) = (a—1)(a+1)(a® +1).

3. V(—a)2=|—-al=|a.
4. \/(3—a)? =13 —dq|

Exercice 5. [*] Soit (a,b) € (R?%)?. Montrer que

2ab S\/%Sa‘f‘b
a+b 2

Soit (a,b) € (R%)?. On va démontrer chacune des inégalités séparément.
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b
o« (Va- VB 206 a—2Vab+b >0 0 > Vab,

o<1—1)2>0@1—2 Llipelttes 2
i ) 2 e ettt w T Um

Exercice 6. Introduction aux complexes
Soit i tel que i> = —1. Calculer les expressions suivantes.
3. (1+1)?
L 4. (4 — 51)(3 + 4i)
2. (—i)* . 4 — 5i
S 344i

i3

. (4 —51)(3+4i) =12+ 16i — 15i — 20i2 = 12+ i+ 20 = 32 +1i.

. 4—5i  (4—5i)(3—4i) 12—16i—15i+20i* —8—31i
T 3441 9 — 16i2 o 25 25

Exercice 7. Résoudre les équations et inéquations suivantes
1. Jz| =2 4. |x| <3
2. |z +2|=5 5. |x—3]<4
3. 3—z[=x+1 6. 2<|x+1<3

Soit x € R.

1. |zl =2 x=20ouz= -2 Donc, |S={-2,2}|

3. Siz+1<0, cette équation n’a pas de solution.
On suppose x > —1.

< z=1lou —3=1
s =1

Dong, | S = {1}
4. |z| <3< x € [-3,3]. Donc, | S = [-3, 3]

v=Ix|

Donc,

S =[-4,-3]U[1,2]]

=

5. jlr—=3]<4e —4<zxr-3<4<ze][-1,7. Dong, | S =[-1,7]
6.

ab

Vab

2ab
<

<
a+b—

2

2. [z+2/=ber+2=50uzr+2=-5<xr=3ouz=—7 Donc, |S={-7,3}|

B—z|=2+1 & 3—z=x+1louzrz—-3=x+1

=
a+b—

2<jz+1<3e2<zx+1<30u —3<z+l1<-2&zxe[-4,-3UJ[L2]

ab
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Exercice 8. Donner des exemples de couples (x,%) € R? tels que
Loz #yet 2] =[y]
110,3] =10,7] ou [—2,3] = [-2,8].

2. lz+y| = |z].
11,240,5] = [1,2].

3. [z +yl=lz] + |y
11,4+ 1,5 = |1,4] + |1,5].

4. [z +y| # =] + |yl
12,6 +1,6] =4 et |2,6]+[1,6] = 3.

Exercice 9. [*] Montrer que

Y(z,y) €R?, |z] + |y| < |z +y] < |z)+ |ly] +1

Soit (x,y) € R2.

(
o [z] <wet |y] <ydonc [z]+[y] <z +y.
|x] + |y] est un entier inférieur & x4y et |z + y] est le plus grand entier inférieur a x4y donc

lz] + [y < lz+y)].
e Onalz+y| <z+y.
De plus, 2 < [z] +Let y < [y] + 1 donc z +y < [z] + [y] + 2
On a donc |z +y| < |z] + |y] + 2.
Or, ce sont des entiers donc |z +y| < |z] + |y] + 1

Exercice 10.
1. Montrer que Vn € N*, Vx € [0, 1], {LTJJ = |z].

Soit « € [0,1[. On a |z] = 0.
De plus, 0 < [nz] Snx.DoncO§%§x<l

ne]| _,

Donc, pour z € [0, 1], {

On a bien {@J = |z].

2. Montrer que la fonction h définie sur R par h(z) = {J — |z|
est 1-périodique.
Soit x € R.Onax+1eR.
1
hz+1) = {WMJ —|lr+1] = {W;”JJ — |z —1= “”‘TJ +"J —|z) -1

n

_ {MJAJ —|z]—1= M?JJH—WJ—l: “mJJ—WJ

n

La fonction A est 1-périodique sur R.

3. En déduire que Vn € N*, Vz € R, LUZHJ = |x|

La fonction h est nulle sur [0, 1] et elle est 1—périodique. Elle est nulle sur R et on obtient 1’égalité
souhaitée.
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