Chapitre 02 : Trigonométrie ;.
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1 Le cercle trigonométrique.

~—| Définition 1.

On appelle cercle trigonométrique le cercle de centre
O et de rayon 1.

C(0,1) = {(:E,y) € R? tel que 22 +¢% = 1}

On considére un repére orthonormé (O, A, B).

M (z,y)

Soit (x,y) € C(0,1). Pour le point M de coordon-

nées (x,y), on définit langle 6 = AOM comme la
longueur algébrique de 'arc de cercle entre A et M.

Les angles sont exprimés en radians.

Remarque 2. Pour mesurer un angle, on enroule sur le cercle une corde et on mesure la longueur nécessaire

pour parcourir ’angle.

2 Fonctions cosinus et sinus.

2.1 Définition.

~— Définition 3.

Soit 6 € R.
On note M le point du cercle trigonométrique correspondant a un

angle de mesure 6.
On appelle cosinus de 6, noté cos(#), 'abscisse du point M.
On appelle sinus de 8, noté sin(d), 'ordonnée du point M.

1
sin(@) F----- ‘ M
o
O cos(6) 1

2.2 Propriétés.

Théoréme 4 (Théoréme de Pythagore).}

Vr € R, cos?(z)+sin®(z) =1

Démonstration: Soit z € R. On va appliquer le théoréme de Pythagore & partir du cercle trigonométrique.

La triangle OMC est rectangle en O.

D’apres le théoreme de Pythagore, S M
0C® + CM* = OM?
& cos®(z) +sin’(z) = 1
0 C .
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~— Théoréme 5. N

1. La fonction cosinus est définie sur R a valeurs dans [—1,1] :
Ve € R, —1 < cos(z) <1
2. La fonction cosinus est 2w —périodique :
Vz € R, cos(x + 2m) = cos(x)
3. La fonction cosinus est paire :
Va € R, cos(—z) = cos(x)

4. Vx € R, cos(m — ) = —cos(x).
5. Vz € R, cos(m + x) = — cos(z).

\ J

Démonstration: On va raisonner géométriquement. Soit « € R.
1

o Les points M (x) et M (x + 2m) sont situés au M(r —z) sin(z) f-----> M(z) = M(x +2m)

méme endroit sur le cercle.

)
|
|
e Les points M(z) et M(—z) sont symétriques !

par rapport a I’axe des abscisses. T !

e Les points M (z) et M (m—x) sont symétriques cos(z) | 1
par rapport a l’axe des ordonnées.

e Les points M (x) et M (7+x) sont symétriques
par rapport a ’origine. M(r + ) M(-z)

~ Théoréme 6. N

1. La fonction sinus est définie sur R & valeurs dans [—1,1] :
Ve e R, —1 <sin(z) <1
2. La fonction sinus est 2r—périodique :
Vr € R, sin(z + 27) = sin(z)
3. La fonction sinus est impaire :
Vz € R, sin(—x) = —sin(x)

4. Vx € R, sin(m — z) = sin(z).
5. Vx € R, sin(m + z) = —sin(x).

\ J

Démonstration: C’est le méme raisonnement que le théoréme précédent. |

~— Théoréme 7. N

1. Vz € R, cos (g — :z:) = sin(x) et cos (g + x) = —sin(x)

2. Vx € R, sin (g = ac) = cos(x) et sin (g T :L’) = cos(z).
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Démonstration: On va raisonner géométriquement. Soit x € R.

v(Gee) 1 m(G-o)
e Les points M(z) et M (5 —a:) sont symé- AN A, ‘ M (z)
triques par rapport a la droite y = x. \
1
e Les points M (g + x) et M (5 - x) sont sy- cos(x)

métriques par rapport a I’axe des ordonnées.

|
2.3 Formules d’addition.
Soit (a,b) € R2.
1. cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).
2. cos(a b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b).
4. sm(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).
Démonstration: On démontre la premiere égalité en utilisant le produit scalaire. |
[Théoréme 9 (Formule de l’angle double).]
Soit x € R.
1. cos(2z) = cos?(x) — sin?(x) = 1 — 2sin?(z) = 2cos?(x) — 1.
2. sin(2z) = 2 cos(x) sin(x).
Démonstration: Soit x € R.
1. cos(2x) = cos(x + x) = cos(z) cos(x) — sin(x) sin(x) = cos®(z) — sin?(z).
On utilise ensuite cos?(z) + sin®(x) = 1 < cos®*(z) = 1 — sin*(z) < sin?(z) = 1 — cos?(z).
Finalement, cos(2z) = cos?(z) — sin®(z) = 1 — 2sin?(x) = 2cos*(z) — 1.
2. sin(2z) = sin(z + =) = sin(z) cos(x) + cos(z) sin(x) = 2 cos(x) sin(x). |
2.4 Recherche de la phase.
Exemple 10. Soit # € R. Donner une autre expression de G = cos(f) — v/3sin().
On va utiliser la formule cos(a 4+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b).
G = cos(f) — V3sin(h)
1
= 2 (2 cos(f) — ? sin(@))
s . T .
= 2 (cos (5) cos(f) — sin (5) 51n(0))
™
= 2cos (9 + §>
Exemple 11. Simplifier 'équation sin(x) + v/3 cos(z) = =
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Soit z € R.

sin(x) + V3 cos(z) 2 (; sin(z) + ? cos(x))
= 2 (sin (%) sin(x) + cos (%) cos(x))

= 2cos (xf z)
6

0 1
L’équation devient donc cos (x — 6) =1

On peut ensuite résoudre cette équation.

2e0s(0-5) =5 = oos(a-) =3
cos (T 6—2 CoS | T 6—4

1 1
& dkeZ, v — % = arccos (4) + 2km ou x — % = — arccos <4> + 2k

1 1
& dkeZ, x= % + arccos (4) + 2km ou x = % — arccos (4) + 2km

2.5 Formules de linéarisation.

Théoréme 12.

Soit x € R.
1 2
1. cos*(z) = —H%(x).
= 2
2. sin?(z) = w.

Démonstration: On repart du théoréme précédent.

1 2
1. cos(2z) = 2cos?(x) — 1 & cos®(z) = JFC%("”)
1- 2
2. cos(2z) = 1 — 2sin’(z) « sin’(z) = #S(m) |

Exemple 13. Soit 6 € R.
1. Rappeler la formule reliant cos(26) et sin®(0).
cos(20) = 1 — 2sin?().
2. En déduire une expression de sin?(6).
1 — cos(26)

On en déduit que sin?(f) = 5

3. Déterminer sin (gg)

9 9
On applique la formule précédente a 6 = g Donc, sin? (87T>

97 3w 9 97 2—V2 2—-v2
<7<7 i _— i _— = — = — .
Or, m < s <7 donc51n(8><0doncsm(8> 1/ 1 5

4. En déduire cos 9%

cos? 91 =1—sin? 91 —1—2_\/5—2—1—\/§
8 ) 8 ) 4 4

9 3 9 9 2 2 V2 2
Or, m < ggf donc cos (87T> < 0 donc cos (;) = — +4\[:— —2’—\[
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~—{Théoréme 14. \
Soit (a,b) € R
1. cos(a) cos(b) = = (cos(a — b) + cos(a + b)).

2. sin(a)sin(b) = = (cos(a — b) — cos(a + b)).

Mll—‘m“—‘[_\g —

3. sin(a) cos(b) = = (sin(a — b) + sin(a + b)).

\ J

Démonstration: On utilise les formules du théoréme 18. |

3 Fonction tangente.

3.1 Définition.

~— Définition 15. N

Soit § € R\{g . Z}.

On note M le point du cercle trigonométrique correspon-
dant & un angle de mesure 6.

On note N le point d’intersection de la droite (OM) avec
la droite d’équation x = 1.

On appelle tangente de 0, noté tan(d), 'ordonnée du point
N.

3.2 Propriétés.

~— Théoréme 16. N

sin(x)

T
VxER\{§+k7T, k‘GZ}, tan(z) = cos(@)’

\ J

Démonstration: On va appliquer le théoréeme de Thalés a partir du cercle trigonométrique.
e Les points O, C et A et O, M et N sont alignés
dans le méme sens.

e Les droites (MC) et (AN) sont paralleles. T N
D’apres le théoreme de Thales, s
oc _ oM _ cu
OA~ ON =~ AN
cos()  sin(f) 0
1 tan(0) 0 c |A
sin(#) -

& tan(f) =

cos(6)
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~ Théoréme 17.

2. La fonction tangente est m—périodique :
Vz € R\ {g +kr, ke Z} , tan(z + 7) = tan(z)
3. La fonction tangente est impaire :

Vo € R\ {g +km, ke Z} , tan(—z) = — tan(x)

g +kr, ke Z} , tan(z 4+ ) = tan(z).

5. VJCER\{7T + k| k‘EZ}, tan(m — x) = — tan(z).
T
2

2
s 1
[’ tan (5 B x) ~ tan(z)’

\

1. La fonction tangente est définie sur R\ {g +km, ke Z} a valeurs dans R.

Démonstration: On utilise les propriétés similaires de cosinus et sinus. |
3.3 Formules d’addition et de linéarisation.
~— Théoréme 18. N
Soit (a,b) 6]%;%[‘%1 que a+ b # g et a+b# _TW
tan(b) + tan(a)
1. ¢ b) = .
an(e +5) 1 — tan(a) tan(b)
2tan(a)
2. tan(2a) = ———.
an(2a) 1 — tan(a)?
4 Angles remarquables.
~— Théoréme 19. N
T ™ 7r s
0 Z Z Z Z
‘ 6 | 1 | 3 | 2 z
2 i
Vv | V3 AT
1 2 3 —
i o | = | XX
sin(x) 5 5 4
f
6
cos(z) 1 ﬁ \/—5 E 0
2 2
tan(z) | 0 ? 1 V3 O 0
Démonstration: On va faire la démonstration pour T
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e Montrons d’abord que le cos et le sin ont la méme valeur.

Ccos (E) = sin (z E) = sin (E)
1) ~\2 T 1) T\
e Déterminons ensuite sa valeur.

™\ 2 m\ 2
cos(z) —&—sin(z) =1 & 2COS(

m
4
& cos (z) =+

1
4 V2
T ™
Or,0< 1 < 3 donc cos (Z) > 0.
Finalement, cos (%) = sin (%) = % = g |

Exemple 20. Déterminer la valeur de cos (112) puis de sin (;—4)

s T w U s . (T . (T V2 V3V2 V2446
cos (E) = coS (f - 7) = cos (7) COoSs (7> + sin (—) sin (—) = %—2 + 7372 = #

3 4 3 4 3 4 2
1
277—4 = 5% Donc, on utilise ensuite la formule de trigonométrie qui relie sin(d) et cos(26).
1 T 1 V2 +4/6
) B
24 2 2 8
s s 4—/2-6
i i) v 5) - [
e plus, on sait que sin ( 77 ) > 0 donc sin o S

5 Equations trigonométriques.

5.1 Egalité de cosinus ou de sinus.

Théoréme 21.

Soit a € R.

1. L’ensemble des solutions sur R de I’équation cos(x) = cos(a) est
S ={a+2km,—a+2km avec k € Z}.
2. L’ensemble des solutions sur R de ’équation sin(z) = sin(a) est

S ={a+2km,m—a+ 2km avec k € Z} .

Y(z,y) € R? sin(z) =sin(y) © Ik €Z, s =y +2krouz =7 —y+ 2kr

1 1
| _ sin(f)
9 . cos(6 T™—0 ]
O N\ /0 1 O 1
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5.2 Equations de degré 2.
Exemple 22. Résoudre sur R 1'équation 2(sin(z))? — 3v/3sin(z) + 3 = 0.

5.3 Arccos, arcsin et arctan.

[Théoréme 23 (arccos) ]

Soit ¢ € R.
1. Si ¢ ¢ [—1,1], Péquation cos(f) = ¢ n’admet pas de solution.
2. Sice[-1,1],

(a) léquation cos(f) = ¢ admet une unique solution dans [0, 7|.
On la note § = arccos(c).

(b) L’ensemble des solutions de I’équation cos(f) = ¢ est

S = {arccos(c) + 2km, — arccos(c) + 2kw, k € Z}

Démonstration: On regarde l'intersection entre la droite d’équation x = c et le cercle trigonométrique.
Selon la valeur de ¢, il y a 0, 1 ou 2 points d’intersection.

N

1. Sic¢ [-1,1], il n’y a pas d’intersection.

0 2. Sice[-1,1], il y deux points d’intersection.
- Un seul correspond & un angle dans le segment
O\ [0, .

C’est lui qu’on appelle arccos(c).

]

[Théoréme 24 (arcsin) ]

Soit s € R.
1. Si s ¢ [—1,1], équation sin(f) = s n’admet pas de solution.
2. Sise[-1,1],

(a) I'équation sin(f) = s admet une unique solution dans {;, ;T] .

On la note § = arcsin(s).
(b) L’ensemble des solutions de I’équation sin(f) = s est

S = {arcsin(s) + 2km, m — arcsin(s) + 2km, k € Z}

Démonstration: On regarde I'intersection entre la droite d’équation y = s et le cercle trigonométrique.
Selon la valeur de s, il y a 0, 1 ou 2 points d’intersection.
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™
S

[Théoréme 25 (arctan) ]

Soit t € R.

L’équation tan(f) = ¢t admet une unique solution dans ] _7”,

On la note 8 = arctan(t).

1. Si s ¢ [—1,1], il n’y a pas d’intersection.

2. Sis € [—1,1], il y deux points d’intersection.
Un seul correspond a un angle dans le segment

=3/

C’est lui qu’on appelle arcsin(s).

.

b 3

Démonstration: On regarde I'intersection entre la droite d’équation y = tx et le cercle trigonométrique.

/

Exemple 26. Résoudre 1'équation sin(z) =

| ot

Il y a deux points d’intersection.
Un seul correspond a un angle dans le segment

551

C’est lui qu’on appelle arctan(t).

5 < 1 donc ’équation admet une infinité de solutions.

/X<

y=-

4
0

5 5
Les deux solutions évidentes sont arcsin (6) et m — arcsin (6) Donc,

S = {arcsin 2) + 2km, m — arcsin (2) + 2km, k € Z}

10
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