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Exercice 1 : Vrai ou Faux

1. . Cest V(a,b) € R?, (a —b)? = a® — 2ab + b2

.. C’estV(a,b)ERQ.%ZO:(aEO, b>0) ou (a <0, b<0).
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Exercice 2 : Autour de la récurrence

2

1. Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence P(n) : "n® — n est pair”.

I Pour n =0 : 0% — 0 est pair donc P(0) est vraie.

H Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.
m+1)2 -+ =n2+2n+1-(n+1)=n>+n=n?—n+2n.
Or, n? — n est pair par hypothése et 2n est pair. Donc, (n + 1)% — (n + 1) est pair.
Donc, P(n + 1) est vraie.

C Par le principe de récurrence, | ¥n € N, n? — n est pair.

2. Soit n € N.n? —n =n(n—1).
Il s’agit d’un produit de deux entiers consécutifs, donc I'un des deux est pair. Donc le produit est pair.

D’ou | ¥n € N, n? — n est pair.

3. Pour tout n € N, on définit la propriété de récurrence P(n) : "u, = 4™ — 3",
1 Pourn:O:uozoet40—30:1—1=Od0ncP(0) est vraie.
Pourn =1:u; =1et 4 — 3! =1 donc P(1) est vraie.
H Soit n € N tel que P(n) et P(n + 1) soient vraies. Montrons que P(n + 2) est vraie.

Upyo = Tlpyq — 12u, =7 (4" =371 —12 (4" — 37)
——
d’aprés P41 d’aprés P,

7.4 1947 — 7.37 £ 12,37
= 4™(7.4—12) —3"(7.3 —12) =4".16 — 3".9
4n+2 _ 3n+2

D’ott P(n + 2) est vraie.

C Par le principe de récurrence double, | Vn € N, u,, =4" — 3" |.
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Exercice 3 : Avec des quantificateurs

1. (a) Vne€Z, ImeZ/m?=n.
(b) Vn € Z, 3a € Z, Ib € Z | m? = a® + b
(c) In€Z,Ja€Z, IbEZ [/ m?=a’+ b

(d) “(3neN/VmeZ, n>m)=VYneN, ImeZ n<m.
2. Soit f une fonction définie sur R.

(a) Vz €R, Vy € R, f(z) = f(y).
(b) zeR/ f(z)=0.
)
)

(c) Vz €R, Yy € R, f(z) # f(y).
(d) Jxo eR /Vz eR, f(z) < f(zo)-

Exercice 4 : Des ensembles

On raisonne par double implication.

<« On suppose que A = B.
Donc, AUB=Aet ANB=A.Don AUB=ANB.

= On suppose que AUB =ANB.
On raisonne par double inclusion pour montrer que A = B.

C Soit z € A.
>reAUBcar AC AUB.
reANBcar ANB=AUB.
=z € B.

Donc, A C B.

D Par symétrie de I'hypothése, on obtient la symétrie du résultat, B C A.

Finalement, A = B

Donc, onabienmontréque‘ AuUB=ANB< A=B ‘

Exercice 5 : Racines cubiques

1. Par définition de la racine cubique, | A% = 10 + 6v/3 |et | B3> =10 — 6/3 |.
AB = \3/(10 +6v/3)(10 — 64/3) = /100 — 36.3 = /-8 donc | AB = -2 |

2. y> = (A+ B)? = A3 + 3AB? + 3A?B + B> = A3 + B3 + 3AB(A + B) = A® + B + 3ABy.
Or, A2+ B3>=20et AB=—-2dou| 3> =20—6y |

3. On remarque que 23 —20+46.2 =8 — 20+ 12 = 0 donc ‘ 2 est une racine évidente. ‘

4. On raisonne par analyse et synthése.

Analyse Supposons qu'il existe deux réels b et c tels que Vo € R, 2% + 62 — 20 = (z — 2)(2? + bz + ¢).
= Vz € R, 2% + 62 — 20 = 23 + bz? + cx — 22% — 2bx — 2c = 23 + (b — 2)2? + (¢ — 2b)z — 2c.

b—2=0
= c—2b=6
—2c=-20
b=2
= 10—-22=6
c=10

Synthése : Posons b = 2 et ¢ = 10. Soit = € R.
(x —2)(22 4 22 + 10) = 2® + 222 + 102 — 222 — 42 — 20 = 23 + 62 — 20.

Donc, | il existe deux réels b et c tels que Vo € R, 23 — 20 + 6z = (z — 2)(2? + bz + ¢).




¥P=20-6y < (y—2)u*+2y+10)=0
& y=0ouy’+2y+10=0

Or, le discriminant du trinéme vaut A =4 — 40 < 0 donc ce trindme n’a pas de racine réelle.

Finalement, | y =2 |.

Exercice 5 : Autour de la rationnalité

1.

2.

Soit n € Z. On peut écrire n = % doncn € Q. Dou|ZCQ |

Soit z € Q, # 0.

:>E|a€Z*,EIb€N*telsquem:%.
1 b
= Ja€Z, 3be N* tels que — = —.
T a
1
Done, | —€Q |
x
Soit(m,y)e@2.D0nc,3a€Z,HbGN*,HZLEZ,HBEN*telsquex:%ety:%.
(a)xxyzgxgzg.Or,adeZetbgeN*d’oﬂ xy € Q|
b bbb
a a ab+ab - - .
(b)x—i—y:g—l—g: ) .Or,ab+abeZetbbe N*dou|z+yecQ |

. Soient & un nombre rationnel et y un nombre irrationnel.

On raisonne par I’absurde en supposant que = + y est un rationnel.
—1 € Z donc —1 € Q.

De plus, x € Q donc, par produit, —1 x x = —z € Q.

Donc, par somme, (z+y)+ (—2) =y € Q.

C’est absurde donc | z +y ¢ Q |

On raisonne par I’absurde en supposant que v/24 — 9v/2 est un rationnel.

Soient a € Z*, b € N* tels que /24 — 9v/2 = %.
2

¢24—9ﬁ:(9)2:‘i

2b b2’
a
24 — — 2 2
_ b2_24b —a
:>\@— 9 = 0p2 .

Or, 24b*> — a? € Z et 9b®> € N*. Donc, V2 € Q.
C’est absurde. D’ou | /24 — 9v2 ¢Q |

Soient x et y deux irrationnels. On ne peut pas conclure sur le caractére rationnel de = X y.
Par exemple, siz =v2ety=v2,onaz¢Q, y¢ QetzxycQ.
Mais, siz =v2et y=v3,onaz ¢ Q, y¢ Qet z xy ¢ Q.

Soient x et y deux irrationnels. On ne peut pas conclure sur le caractére rationnel de = + y.
Par exemple, siz =v2ety=—v2,onaz¢Q, y¢ Qetz+ycQ.
Mais, siz =v2ety=+v2,onaz ¢ Q y¢Qetz+y¢ Q.




