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3.
[x4+2/=3 < z+2=3ouzxz+2=-3
— z=1louzxz=-5
L’ensemble des solutions est {1, —5}.
4.
3z —2| <5 <= —-5<3r-2<5
= -3<3r <7
7
= —-l<z<y
3
. 7
L’ensemble des solutions est |—1, 3|
5.
. .
sin(x) = -5 = sin(z) = sin
— .ﬁ:%—l—Zk‘ﬂ'Oux:i—i-Zk‘ﬂ', keZ
. s 3T
L’ensemble des solutions est |J {— + 2kmw, — + 2k7}
ez 4 4
6.
3 3
cos?(z) = 1= cos(x) = — ou cos(x) = —g
)
< cos(z) = cos(%) ou cos(z) = cos(%)
<= x:%+2kwoux:%+2kw0ux:5%+2k7roux:f5%+2k‘7r, keZ

5 5
L’ensemble des solutions est T + 2k, T + 2k, o + 2k, o + anr} i
= 6 6 6

7. (a) 0 <8< 9donc 8 <9, donc 2v/2 < 3. Ainsi, | 3 —-2v2>0 |

(b) Ce sont deux réels positifs. On va comparer leurs carrés.
2
Puisque 3 — 2v/2 > 0 alors ( 3 — 2\/5) =3-2V2.
Par identité remarquable, (v2 — 1)? = 3 — 21/2.

Par passage a la racine carré, | /3 — W2 =+v2-1|

(¢) C’est une équation de second degré. On calcule le discriminant.
1
A=4—4x 71X (2v2+1)=3-2V2>0.

-2 —2V2
Il y a donc deux racines réelles:xlz#:2(72+\/§fl): —6 +2V/2
1
—2—-v3-2V2
Ty = ——— \[:2(—2—\/§+1):—2—2\/§.
4

Donc P’ensemble des solutions est {—6 +2v/2, -2 — 2v/2} |

1

et



Exercice 2.

1. UOZO,Ulzl,UQzl,U3=2,’LL4=3,U5=5,U6=8,U7=13,U8=21.

2. Montrons par récurrence que les termes de la suite sont & valeurs entiéres strictement positives, excepté le premier
terme.

» Pour tout n appartenant & N*, définissons la propriété : P(n) «u, € N* ».

> P(1) et P(2) sont vraies car u; =1 € N* et ug =g +u; =1 € N*,

» Soit n € N* fixé quelconque tel que P(n) et P(n + 1) soient vraies.
On a upi9 = Upt1 + up. Or d’aprés P(n), u, € N* et d’aprés P(n + 1), up41 € N*, donc leur somme est
aussi un nombre entier strictement positif. On en déduit que u,4+2 € N*. Donc P(n + 2) est vraie.

» Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N*, P(n) est vraie. On en déduit que les
termes de la suite sont & valeurs entiéres strictement positives, excepté le premier terme (qui est nul).

3. Calculons le discriminant de ce trinéme : A = (—1)? — 4(—1) = 5.
Comme A > 0, ’équation a deux racines réelles r1 et r :

1++5 1-5
T = 2 = 2 .

, T2 =

(r1 est bien la plus grande des deux.)

4. Soit n € N fixé quelconque.
Puisque r; est racine de I'équation 2% — 2 — 1 = 0, elle vérifie r? = 71 + 1. En multipliant les deux membres de

_ an+2
—’I”l A

cette égalité par 77, on obtient | 77! 4 77

_.nt+2
=Ty ce

On peut appliquer ce raisonnement & 79 qui est racine de la méme équation. D’ou r;LH +ry

1
5. Montrons par récurrence que Vn € N, u,, = ﬁ(r? —ry).

» Pour tout n € N, définissons la propriété : P(n) : «u, = —=(r{" — r5)».

1
V5
1
» (I): —5(r? —79) =0 et ug = 0 donc P(0) est vraie .
1
ﬁ(r% —rd)=1et u; =1 donc P(1) est vraie.

» (H) : Soit n € N fixé quelconque tel que P(n) et P(n + 1) soient vraies.
On a upt9 = Upi1 + up. Or d’aprés P(n) et P(n+ 1), on peut remplacer w, et u,1 par leurs expressions
en fonction de 71, ro et n. D’ou

1 1 "
Upyo = *5(7’?“ 7"3“) =+ %(ﬁ r3)
1
= T = ()

T NOUS avons vu a uestion précéden ue r rit=r T rh =r U :
or nous avons vu a la questio écédente que ?H—i—? ?+2et SH—&- 5 g”,d’o

1
Un42 = %(T{LH - 7’§l+2)a

on en déduit que P(n + 2) est vraie.

» Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N, P(n) est vraie. On en déduit que

VneN, u, = (ri —ry).

1
V5
Exercice 3.

1. Vi=1car1®> =1, /1= —1 car (—1)® = —1, V/27 = 3 car 3% = 27, /=27 = —3 car (—3)% = 27.

2. (a) a3+ﬁ3=2+\/5+2—\/5:4eta6:§/(2+\/5)(2—x/5)=\/322— =J-1=-1.
Donc| a®+ B33 =4detaf=—1|




3.

4.

(b) D’aprés la formule du binome, | (o + 3)3 = a® + 30?8 + 3a3? + 53 |.

(c) On en déduit : (a+ B)® = a3+ 82 + 3aB(a+ ) =4 — 3(a+ B). Donc | (a+ ) =4 —3(a+B) |

(c¢) Le discriminant du trindme x

(a) Calculons P(u) : P(u) = Pla+ B8) = (a+ B)® +3(a + B) —4 = 0 d’aprés la question précédente.

‘ Donc u est racine de P |.

(b) On constate que P(1) = 0. Donc ‘ 1 est racine évidente de P ‘

(c) Puisque 1 est racine de P et que P est de degré 3, il existe (a, b, c) € R? tels que

Vo € R, P(z) = (x — 1)(az?® + bx + ¢).
Développons le produit (z —1)(az? + bz +¢) : (x — 1)(ax?® +bx + ¢) = az® + (b — a)z? + (¢ — b)z — c. Ainsi :

Ve eR, 23 +3r—4=(x—1)(az’ +br+c) < VzeR, 23+3r—4=az®+(b—a)z’+ (c—b)z—c

a=1
— l; - Z _ ?? (par identification)
—c=—4
a=1
= b=1
c=4

Donc Vz € R, P(z) = (z —1)(z? + 2z +4) |

(d) Reésolvons ’équation & : P(x) = 0, d’inconnue = € R :

P(r)=0 <= (z—1)(2?+x+4)=0 d’aprés la question précédente
< z-1=0ouz?+z+4=0(&)
—= z=1

En effet, ’équation £’ est une équation du second degré de discriminant —15 < 0 donc elle n’a pas de
solution réelle.

Ainsi, | 'ensemble des solutions de ’équation P(z) = 0 est {1} |

(e) Nous avons vu que u est une racine de P.

Or P a une unique racine réelle qui est 1.

Puisque u est un nombre réel, on en déduit que u est 'unique racine de P.| Donc u =1 |

(a) Développons : Vr € R, Q(x) = 22 — (o + )z + af.

Or nous savons (d’aprés les questions précédentes) que o+ 5 =u =1 et que a8 = —1.
Donc Vx €R, Q(z) =22 -2 —1|

(b) D’aprés la définition de Q (Q(x) = (z — «)(x — 3)), les racines de @ sont « et 5. Donc « et 5 sont les racines

de ’équation 22 —z — 1 = 0.

2 2 —1vaut 5 : Q a donc deux racines qui sont % et %

s 1+5 1-v5
Or a > 0 > . On en déduit a:%ﬁetﬁ:T‘[.
_ 1435415455
3_%_24_\/5

Remarque : On peut vérifier par exemple que «



