Devoir Surveillé n°1
*CPST Samedi 25 septembre 2021

" ;’;& — Manipulation des Nombres
Réels —

La clarté et la précision seront prises en compte dans I'appréciation de la copie. Il est indis-
pensable de toujours préciser quelle question ou sous-question vous étes en train de traiter.Les
résultats essentiels, ainsi que les conclusions des questions, devront étre soulignés ou encadrés.
N’oubliez jamais que c’est la conclusion explicite d'un raisonnement qui doit achever la réponse
a une question ou une sous-question.

Lusage de la calculatrice n’est pas autorisé.

Exercice 1

1. Pour un entier n donné, écrire avec des quantificateurs les propositions suivantes :
(a) Lentier n est pair.
(b) Lentier n n’est pas divisible par 8.

2. Soit n € N*. Montrer, par contraposée, I'implication suivante :

I: n? —1n’est pas un multiple de 8 = n est pair.

3. Que pensez-vous de la réciproque?

On commencera par énoncer clairement la réciproque de I et on remarquera que
VkeZ, 4k*—1=4k*-2+1.

Exercice 2

1. Soit E un ensemble. Soient (A, B, C) € Z(E)3. Montrer a aide d’un dessin que
(AUB) NBUC)N(CUA) =(ANB)UBNC)U(CNA)

2. SoitA={x*-y? (x,y) e R?}.
(a) Montrer que 14 appartient a A.
(b) Montrer que —25 appartient a A.

Exercice 3.

1. Questions préliminaires :

(@) Soit a € R fixé. Montrer, par un raisonnement par contraposition, la proposition P sui-
vante :

a
P:"sin(a) #0 = VneN", sin(z—n) #0"
On commencera par exprimer clairement la contraposée de P.

(b) Rappeler la formule de trigonométrie donnant sin(2x) pour tout réel x et 'appliquer
pour x = 2,,% On simplifiera les fractions au maximum.

2. Soit a € R fixé tel que sin(a) # 0. Montrer par récurrence que :

" a a a sin(a)
VneN", cos(—) xcos(—z) X ... X cos(—) =—
2 2 2n) 2nsin (55)

Tournez s'il vous plait



Exercice 4.
On considere les nombres réels a = v/2 + v/5 et p= v2-1/5.0n propose de simplifier I'expression
de a et p.

1. On rappelle que pour tout réel a, il existe un unique réel appelé "racine cubique de a", et
noté ¥/a solution de I'équation x* = a d’'inconnue x € R. Exemples : déterminer

V1, V-1, V27, V-27

2. (a) Calculer o+ [33 etap
(b) Développer (a+p)3
(c) En déduire une expression simple de (a +p)° en fonction de o et p.
3. Onpose u = a+f et on considere la fonction polynomiale P : x — x3 +3x — 4.

(a) Alaide de la question précédente, montrer que u est une racine de P, c’est a dire que
P(u) =0.

(b) Trouver une racine évidente de P.
(c) Trouver trois nombres réels a, b, c telsque Vx e R, P(x) = (x—1) (ax®+ bx+c).

(d) Résoudre I’équation P(x) = 0, d'inconnue x € R. On pourra utiliser le résultat obtenu a
la question précédente.

(e) En déduire la valeur de u.
4. On considere la fonction polynomiale Q : x — (x — a) (x — ).

(a) A l'aide des questions précédentes, développer et simplifier Q(x), pour tout nombre
réel x.

(b) En déduire que a et p sont les racines de I'équation x*> — x— 1 =0.

(c) Déterminer des expressions plus simples de a et 3



