Chapitre 05 : Etude de fonctions
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1 Fonctions trigonométriques

1.1 Fonction cosinus

Théoréme 1.

La fonction cos est paire, 2r—périodique et continue sur R & valeurs dans [—1, 1].
Elle est dérivable sur R et Vo € R, cos’(z) = — sin(z).

x - 0 71'
f'(x) +
f(z) B / 1 \ B

1.2 Fonction sinus

Théoréme 2.

La fonction sin est impaire, 2r—périodique et continue sur R & valeurs dans [—1, 1].
Elle est dérivable sur R et Vz € R, sin’(x) = cos(z).

c | T T 3
2 2 2 1
! —i s
f'(x) + \ Dl/—\ .
. - . . . }
E 3
1 5 >
f(x) / \ -1
—1 -1
1.3 Fonction tangente
~{ Théoréme 3. \
. sin . . . g A 7T
La fonction tan:= p est impaire, m—périodique et définie sur R\ {5 + km, k € Z}.
co
Elle est continue et dérivable sur et R\ {g +km, k€ Z}
V:):GR\{E—HW k EZ} tan’(z) = 1 + tan?(z) = !
2 ’ ’ cos?(x)
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2 Fonctions exponentielle et logarithme népérien

2.1 Fonction exponentielle

e | -3 ;
tan’(z) +
+m -3 -2 -1 0 1 2 4
tan(z) /
—00 -

~— Théoréme 4.

Il existe une unique fonction f définie et dérivable sur R telle que {

Ve e R, f'(z) = f(z)
F0) =1

On la note x — exp(x) ou encore = — €*.

\

~— Théoréme 5.

1. La fonction exp est a valeurs dans RY .
2. La fonction exp est continue et dérivable sur R.

3. La fonction exp est strictement croissante sur R.

Théoréme 6.

lim exp(z) =0et lim exp(z)= +oc.

T —00 T—+00
T —00 0 +00
/ - y
exp’(z)| 0 + 1 + +00 /-y:w+1
400 :
exp(z) S 1 — 1 :
0 y = exp()
X
/0
Exemple 7. Montrer que Vx € R, €® > x + 1.
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,—(Théoréme 8 (Propriétés fonctionnelles).} |

1
V(z,y) ER? eV =e®e? e "=_— e V=_

V(z,y) € R Vn € Z, ™ = (e*)"
V(z,y) € R?, e™ = (e7)".

\ J

Exemple 9. Calculer lim z%e~2%.
—_— T—+00

2.2 Fonction logarithme népérien

~—| Définition 10. N

. f s s . 1 .
On appelle logarithme népérien et on note In 'unique primitive de la fonction x — o sur R} qui

s’annule en 1.

\ J

~— Définition 11. N

Ve e Ry, f(z) = i
f1)=0

Il existe une unique fonction f définie et dérivable sur R% telle que {
On la note In pour logarithme népérien.

\ J

~— Théoréme 12. N

1. La fonction In est continue et dérivable sur R*. et Vz > 0, In'(z) =

i
2. La fonction In est strictement croissante sur R%.

\ J

~ Théoréme 13. )

lim In(z) = —oc0c et lim In(z) = +oo.
z—0t z—=>+00
x 0 1 +0o0
re |+
f(z) 0

S. Freyssinet BCPST 1.1 2025—2026



,—[Théoréme 14 (Propriétés fonctionnelles).} N

¥(z,y) € RL?, In(zy) =ln(z) +In(y) In <—> =—In(z) In <—> = In(z) — In(y)

\ J

~— Théoréme 15. N

Y(z,y) € RL?, ¥n €N, In(z") = nln(z)

3 Généralités sur les fonctions

3.1 Ensemble de définition et graphe d’une fonction

~—| Définition 16. N

Soit f une fonction de R a valeurs dans R.
On appelle domaine de définition de f le sous-espace de R pour lequel la fonction f est bien définie.
On le note Dy.

On appelle graphe de f les points de R? de la forme (x, f(x)).

Cr ={(z, f(z)) avec = € Dy}

Exemple 17. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f : x +—

3.2 Parité d’une fonction
~| Définition 18. N

Soit a € R. Soit f une fonction définie sur Dy =] — a, a[ & valeurs dans R.

e La fonction f est paire lorsque Vo € Dy, f(—z) = f(x).
e La fonction f est impaire lorsque VYo € Dy, f(—z) = —f(z).

Exemple 19. Etudier la parité de = + xiL(x)Q
— —x
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~ Théoréme 20. N

Soit a € R. Soit f une fonction définie sur Dy =] — a, a[ & valeurs dans R.
1. Si f est paire alors son graphe C; est symétrique par rapport a 'axe (Oy).

2. Si f est impaire alors son graphe Cy est symétrique par rapport a l’origine O.

Y y v=i@
=/

Dans les deux cas, il suffit d’étudier f sur [0, af.

3.3 Périodicité d’une fonction
~| Définition 21. N

Soit f une fonction définie sur D a valeurs dans R. Soit 17" € R*.
La fonction f est T'—périodique lorsque que Vz € Dy, f(x +T) = f(x). Le réel T est appelé
une période de f.

Exemple 22. Les fonctions cos et sin sont périodiques de période 27.
Exemple 23. Etudier la périodicité de la fonction = — = — |z].

~ Théoréme 24. N

Soit f une fonction définie sur Dy a valeurs dans R.
Si f est T'—périodique alors son graphe C; s’obtient par une infinité de translation de son graphe
réduit & un ensemble de longueur 7.

e . r"_T‘\\
| A | '-._\ un motif J‘J | ‘\\
I \ / \ /ol \ ;o |
A '\ I
e A\ |
|
|

N

\\\ /

S \/

1
|
|
|

T 0 T<—une période —2T

Il suffit alors d’étudier f sur une période [0; T7.

Exemple 25. Sur quel ensemble doit-on étudier la fonction f : z — cos(2z) + 17
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4 Dérivée et variations d’une fonction

4.1 Justifier la dérivabilité

~— Théoréme 26. N

1. Les fonction usuelles sont dérivables sur leur ensemble de définition : polynomes, fractions
rationnelles, sinus, cosinus, tangente, exponentielle et logarithme.

2. Les fonctions valeur absolue, partie entiére ou racine carrée ne sont pas dérivables sur tout leur
ensemble de définition.

4.2 Fonctions dérivées usuelles

~— Théoréme 27. N

Fonction f Dérivable sur Fonction f/ Fonction f | Dérivable sur Fonction f/
T A R x> /T R*
T = Ax R s (o R
2 R x > cos(z) R
z+— ", neN* R T > sin(x) R
. R* x> In(w) RS

4.3 Dérivée et sens de variation d’une fonction

~— Définition 28. N

Soit f une fonction définie sur Dy a valeurs dans R. Soit I un intervalle de R inclus dans Dy.

e La fonction est croissante sur I lorsque
V(z,y) € 1%, x <y = f(z) < f(y)

e La fonction est décroissante sur I lorsque

V(z,y) € I*, 2 <y = f(z) > f(y)

e Une fonction croissante ou décroissante sur I est monotone sur I.
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~ Théoréme 29. N

Soit f: Dy — R. Soit I C Dy tel que f soit dérivable sur 1.
1. f est constante sur [ si, et seulement si, Vx € I, f'(z) =0
2. f est croissante sur I si, et seulement si, Vo € I, f'(x) >

0.
3. f est décroissante sur I si, et seulement si, Vo € I, f/'(z) <O0.

Exemple 30. Montrer que Vz € Ry, In(1 + ) < z.

4.4 Fonctions minorées, majorées et bornées

~| Définition 31. N

Soit f une fonction définie sur Dy et a valeurs dans R. Soit A C Dy.
On dit que f est minorée sur A lorsque

IdmeR,Vee A, m< f(x).

m est un minorant de f sur A.
On dit que f est majorée sur A lorsque

IMeR,Vze A, f(x) <M.

m est un majorant de f sur A.
On dit que f est bornée sur A lorsque

F(m,M)eR?* Ve ec A, m< f(z) <M.

Exemple 32. Tracer le tableau de variation de la fonction x — 23 — 32 — 5 et en déduire que la fonction f est
majorée sur | — 0o, 2].

— Définition 33. N

Soit f une fonction définie sur Dy et a valeurs dans R. Soit zg € Dy.
On dit que f admet un minimum en xg lorsque

Vz € Dy, f(zo) < f(x).

On dit que f admet un maximum en xy lorsque

Vo € Dy, f(xo) = f(x).
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4.5 Opérations sur les fonctions dérivables

~ Théoréme 34.

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un méme intervalle I.
1. La fonction f + g est dérivable sur I et (f +g) = f' +¢'.
2. La fonction fg est dérivable sur I et (fg) = f'g+ fg'.

1 ' -¢
3. Si g ne s’annule pas, la fonction — est dérivable sur I et <—) = —‘;]
g g
/Y
4. Si g ne s’annule pas, la fonction i est dérivable sur I et (i) = ' 2fg .
g g g

Exemple 35. Justifier que la fonction tangente est dérivable sur } —g, g { et déterminer sa dérivée.

4.6 Dérivation d’une composé de fonctions

~| Définition 36.

Soient I un intervalle de R. Soit u définie sur I a valeurs dans J. Soit g : J — R.
On appelle composé de u par g la fonction notée g o u et définie par

Ou.{ I—-R
g ’ xr—>g(u(x))

Exemple 37. Soient f et g les fonctions définies par Vo € R, f(z) = 2% — 1 et Vo € R\ {-1}, g(z) = - f_ T
Déterminer foget go f.
~{ Théoréme 38. N
Soit v une fonction dérivable sur I.
Fonction Dérivée Fonction Dérivée
z = (u(x))? 7 s eul®)
z+— (u(z))", neN i alloll)
1
x = 76 x +— sin(u(x))
15 </l x +— cos(u(x))
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Théoréme 39.

10

Soient w : I — J dérivable sur I et g : J — R dérivable sur J.
La fonction g o u est dérivable sur I et (gou) =u' x ¢’ ou.

1
Exemple 40. Calculer la dérivée de la fonction = +— cos (—) définie sur R*.
Zaepre 2U. -

Exemple 41. Déterminer la dérivée de z — In(2z).

4.7 Equation de la tangente

~ Théoréme 42.

Soit f : Df — R. Soit a € Df.

au point (a, f(a)).

Si f est dérivable en a alors la droite d’équation
y = f(a)+ f'(a)(x —a) est tangente & la courbe Cf

y=f(a) + f'(a) (x-a)

Remarque 43. L’étude du signe de la fonction  — f(x) — (f(a) + f'(a)(z — a)) permet ensuite de déterminer
la position de la courbe par rapport a sa tangente.

5 Limites et asymptotes

5.1 Limites aux bords de ’ensemble de définition

~— Théoréme 44.

Soit I un intervalle de R. Soient f,g: I — R. Soit a € 1.
Ce tableau donne la valeur de li_r>n (f(z) + g(x)).
x a

lim g(z)
. = —00 A 400
lim f(z)
—00 —00 —oo0 | Forme Ind.
/ —00 L+ 400
+00 Forme Ind. | +00 +00

Exemple 45. Déterminer la limite en +o00 de f(z) =1+ 2z — vz — 1.
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~— Théoréme 46.

11

Soit I un intervalle de R. Soient f,g:I — R. Soit a € I.
Ce tableau donne la valeur de li_r>n (f(x) x g(z)) selon les valeurs des limites de f et de g.
r—ra

5.2 Croissance comparée

lim g(x)
. =0 —00 7 <0 0 7 >0 400
lim f(z)
r—a
—00 +00 +o00o | Forme Ind. —00 —00
£ <0 +00 {x 0 0x v —00
0 Forme Ind. 0 0 0 Forme Ind.
£>0 —00 {x 0 {x +00
+00 —00 —oo0 | Forme Ind. +00 +00
~— Théoréme 47. N
Soit I un intervalle de R. Soient f,g: I — R. Soit a € I.
Ce tableau donne la valeur de lim M
T—a g(x)
lim g(x)
. r—a —o00 [ /<0 | 0 0t | ¢/ >0 +o0
lim f ()
—00 F.I. +00 +00 | —00 —00 F.I.
J4 J4 B
/<0 0+ F —+00 —0oQ F 0
0~ ot ot F.I. | F.I. 0~ 0~
ot ot 0~ F.I. | F.I. ot ot
_ 14 14
¢ >0 0 F —0Q —+00 F 0+
+00 F.I. —00 —00 | +00 +o00 F.I.
2 —x
Exemple 48. Déterminer la limite en +oco de f(z) = —; 1
LACINPIE 298. 22 _

~ Théoréme 49.

Soit a € R%..

A = e
lim 2@ _ g

Exemple 50. Déterminer la limite en +00 de f(z) = 3ze~*".
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5.3 Limites par comparaison

12

~ Théoréme 51.

Soit I un intervalle de R. Soient f,g,h: I — R. Soit a € I.
On suppose que
1. Au voisinage de a, f(z) < h(z) < g(z).
2. Les fonctions f et g admettent des limites finies en a et lim f(z) = lim g(z) = ¢ € R.

T—ra T—ra

Alors, la fonction h admet une limite en a et 1i_r>n h(z) = ¢.
r—ra

Exemple 52. Déterminer la limite en +o0o de f(x) = cos(5zx)e 3¢

~— Théoréme 53.

en +oo.

Soit I un intervalle de R. Soit a € I. Soient f,g: I — R telles que , au voisinage de a, f(z) < g().

1. Si lim f(x) = 400 alors g admet une limite en a et lim g(z) = +o0.
r—ra Tr—a

2. Si lim g(z) = —oo alors f admet une limite en a et lim f(z) = —oo.
r—ra T—ra

Exemple 54. Déterminer la limite en +oco de f(z) = e*~5n(®),

5.4 Asymptote a la courbe Cy

~—| Définition 55.

Soit f: Dy — R. Soit a ¢ Dy.
On dit que la droite d’équation x = a est une asymptote verticale pour la fonction f lorsque

glgr}lf(x) = 400 ou %%I}lf(x) = +o00

On dit que la droite d’équation y = b est une asymptote horizontale pour la fonction f lorsque

lim f(z) =0ou xligloof(w) =b

T—+00

z+3
20 +4°

Exemple 56. Etudier les différentes asymptotes de la fonction f : x —

6 Fonctions exponentielle et logarithme en base quelconque

6.1 Fonctions logarithme décimal

~ Définition 57.

On appelle logarithme décimal et on note = — log(z) la fonction définie par

Vr € R, log(z) =

S. Freyssinet BCPST 1.1 2025—2026
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~— Théoréme 58. N

1

1. La fonction log est continue et dérivable sur R* et Vo > 0, log'(z) = m
zln

2. La fonction log est strictement croissante sur R .

lim log(z) = —co et lim log(x) = +o0

x—0t T——+00

6.2 Fonction exponentielle en base quelconque

~ Définition 59.

Soit @ € R% . On appelle fonction exponentielle de base a la fonction définie sur R par
x +— exp(zIn(a)). Par convention, on note a® = exp(xIn(a)).

\

Pour 0 <a<1: Pour a > 1 :
x —00 0 +00 T —0 0
fa(x) - 1 - fa(x) + 1 +
fa(@) T 1 fa(x) I —
0

~ Théoréme 60. N

Soit a € RY..
1. La fonction x — a® est définie sur R et a valeurs dans R* .
2. La fonction z — a” est continue et dérivable sur R et Vz € R, (a®)’ = In(a)a”.

strictement décroissante sur R si 0 < a < 1.
3. La fonction xz — a® est constante sur R si a = 1.
strictement croissante sur R si a > 1.

S. Freyssinet BCPST 1.1 2025—2026
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~— Théoréme 61. N

. 400 pour 0 < a < 1 .
xr r __
lim a —{ D e @ S 1 et mhﬂr-l a® =

Opour 0<a<1
400 pour a > 1

T——00

\ J

~ Théoréme 62. N

1
VaeRy. VY(z,y) €R? : a®¥=0a"a¥ a"=—= a"¥Y=— a"¥=(a")

6.3 Fonctions puissances

~ Définition 63. )

Soit a € R. On appelle fonction puissance a la fonction définie sur R* par 2 +— exp(aln(z))

Par convention, on note 2% = exp(«In(x)).

~— Théoréme 64. N

Soit o € R.

1. La fonction x +— x% est définie sur R et a valeurs dans R .

0 pour aa =0

a—1

2. La fonction z — x® est continue et dérivable sur R et Vz € R, (z%) = {
azx pour a # 0

strictement décroissante sur R} pour o < 0.
3. La fonction x — z¢ est constante sur R} pour a = 0.
strictement croissante sur R pour a > 0.

\ J

~— Théoréme 65. N

0 pour a < 0
400 pour o > 0

o, 400 pour a < 0 ot Lm 2 —
0 pour a > 0 )

Pour a <0 :
T 0 1 +00
f(z) H - 1 -
+00
f(@) T —
0
Pour a > 0 :
T 0 1 +0o0o
() H v | +

+00
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Exemple 66. Etudier en détail la fonction z — z*.
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